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1. pfednaska

= spolehlivost konstrukci

= vypoctové modely

= zakladni veli€iny pruznosti

» zakladni vztahy pruznosti

= nelinearni pruznost

« 2. prednaska

= téleso (zakladni veliiny a vztahy)

= prut (zakladni veliCiny a vztahy)

« 3. prednaska

= Rovinny problém - stény (zakladni veliCiny a vztahy)
» desky (zakladni veliCiny a vztahy)

= skofepiny

4. prednaska

= metody feSeni — presné, pfiblizné

= variaéni metody — Ritzova metoda, Metoda koneénych prvku



Téleso

Rekapitulace velicin
vektor napéti

.
{G}: {Gx’o-y'gz'z-xy’z-yz'rzx}
vektor deformace

(e ={en eyt P Yy V)
vektor premisténi

U= v, wy

Rekapitulace vztah
diferencialni podminky rovnovahy (3)

oo+ X=0
fyzikalni vztahy (6)

e=Co nebo o= D¢

geometrické vztahy (6)

£-0'u=0

1 —-v —v 0 0 0
-v 1 -v 0 0 0
1l-v —-v 1 0 0 0
El0 0 0 20+v) O 0
0 0 0 0  21+v) 0
0 0 O 0 0 2(+v)

o/lox 0 0 od/oy 0 0/oz]
o= 0 o0/oy O 0/ox 0d/oz O
0 0 o/oz 0 Jd/oy 0/odx|




Prut

* Prut s vlivem smyku
» Rekapitulace velic€in
e vnitii sily N, V, M - T
« deformace gy, €, &y
e pfemisténi u, w, @

« Rekapitulace vztahu
« statické podminky

N'+n=0 V'+q=0 M-V +m=0

Prut s vlivem smyku

normala po deformaci pfimka obecného sméru

« fyzikalni podminky
N = EAg, V =GA ¢, M = Elg,,

* geometrické podminky
z ‘ & =W+@



Prut

*  Prut bez vlivu smyku
» Rekapitulace velic€in
* vnitfni sily N, V, M

Prut bez vlivu smyku

« deformace &y, &y

* pfemisténi u, w

« Rekapitulace vztahu
« statické podminky

N'+n=0 V'+q=0 M-V +m=0

normala po deformaci kolma na stfednici

« fyzikalni podminky
N = EAg, M =Eley
* geometrické podminky



Rovinny problem

» Rekapitulace velicin
» vektor napéti

{0} = {ax VO s Ty }T
« vektor deformace

{g}: {8x"9y’7/xy}T
« vektor premisténi

{u}: {ux’uy}T

« Rekapitulace vztahu

« diferencialni podminky rovnovahy (2)

oo+ X=0
« fyzikalni vztahy (3)

c=Co nebo o=D¢

« geometrické vztahy (3)
g-0'u=0

ot or,, 0o
aJX+—yX+X:O Y+—24Y=0
oXx oy ox oy

rovinna napjatost rovinna deformace
1 —-v 0 1 —1L 0
-V
[C]zl -v 1 0 1-v v
E [c]= -—— 1 0
0 0 21+v) E -V )
0 0 —
1-v
B Y Y
*ox Yooy Yooox oy




Desky

rekapitulace veli€in / vztaht - Mindlinova — tlusta deska (s vlivem smyku)

meérne vnitini sily
deformace prufezu

premisténi

podminky statické

aVy
+—+p=0

ox oy

X

podminky geometrické

m,, my, me,VX,Vy
Emx s gmy 1 gmxy 1 Evxr gvy
W, 9,9,
_99,
gmx _ aX
__Op,
gmy = 8y
2= 0Py _
mxy — ay
dw
S = & + (Dy
dw
gvy =——

podminky fyzikalni
m, =D [gmx +VE,

m,=D lgmy +VE

=D CL_V) Emxy
Gh
Vi =75 Ewx
1.2
Gh
Vy = Egvy



Desky

rekapitulace veli€in / vztaht - Kirchhofova — tenka deska (bez vlivu smyku)

« mérné vnitini sily ~ M,,M,,M,,,Vv,,vV,

« deformace prlfezu  €mxr Emyr Emyy

* premisténi W
podminky statické podminky geometrické podminky fyzikalni
ov 2 m =D |g, +Vve,
X my 2
2 oy m,=D [gmy +VE, .,
om, om, O°W
X + y—VX:O Emx =~ <3 _D(l_V)
8X 8y 8X mXy - 2 gmxy
om, om o0°W
Y+ —2_ v =0 e =—2——




Metody reseni

. z hlediska kvality dosazeného vysledku

1) presné metody — pfimé feSeni diferencialnich rovnic, vétSinou pro jednoduché
konstrukce

. napr. feSeni ohybu prutu pfimou integraci

2) priblizné metody — nahrada hledané funkce néjakou aproximaci, se kterou se lépe
pracuje. Napf.:

. feSeni pomoci nekonecnych trigonometrickych rad (pouzije se konec¢ny pocet ¢lenu)

diferencni metoda, metoda siti (funkce je definovana v diskrétnich bodech, derivace
funkce jsou vyjadfeny pomoci hodnot v okolnich bodech a vzdalenosti téchto bodu)

f(i+1)

fro— f(i+1) o f(i—l)
(1)
2h

. Ritzova metoda
. metoda konecnych prvku



Metody reseni

vychazeji:

« pfimo z diferencialnich rovnic sestavenych pomoci zakladnich vztaht (statické,
fyzikalni, geometrické rovnice, popf. podminky kompatibility), napf.:

« feSeni pomoci nekone¢nych rad

* metoda siti

« z energetickych principu (vyjadfeni potencialni energie, popf. virtualni prace), napf.:

* Ritzova metoda

« metoda konecnych prvku



Metody reseni

* podle primarnich neznamych a vyuzitych rovnic

« silova metoda

« primarni nezname jsou silove veliCiny — vnitini sily nebo napéti
« vyuziji se podminky kompatibility, fyzikalni a statické podminky
* napf.: sténova rovnice

« deformacCni metoda

* primarni nezname jsou premisténi

* vyuziji se geometrické, fyzikalni a statické rovnice

« napf.: deskova rovnice, ohybova ¢ara prutu



Metody reseni

priklad silové metody — odvozeni sténové rovnice

vychozi rovnice: podminka kompatibility (1), fyzikalni rovnice (3), statické rovnice (2)

0
525)( n 8283/ _ 827/xy c=Co 8;()( + il +X =0
2 2
ay OX 8X6y az—xy aay Yo
+—L4Y =
neznamé: deformace (3), napéti (3) ox oy

podminka kompatibility se vyjadfi v napétich pomoci fyzikalnich podminek 3 rovnice pro 3 napéti
vysledna sténova rovnice (pro X=Y=0)
0'F 0'F  0°F
rt+2——+—=0
oxt T oxPoy: oy
kde F(X,y)

je tzv. Airyho funkce napéti, ze které Ize pfimo odderivovat slozky vektoru napéti
o O°F _O°F 0°F

X

= T -
oy’ AP Yo oxoy



Metody reseni

« pfiklad deformacni metody — odvozeni ohybu prutu bez vlivu smyku
« vychozi rovnice:
- statické rovnice (2) V'=—(

M=V

« fyzikalni rovnice(1) M = Elg,

» geometrické podminky (2) (p'—é‘
— oM

W=—-¢
* neznameé:
* vnitfni sily (V,M)
« deformace prafezu (ew)
s premisténi (w,0)
« vysledna rovnice ohybové Cary (EIw") =g



Metody reseni

* merne vnitini sily m,, m,, My, Vv,,V,

« deformace prarezu Emx1 €myr Emyy
* prfemisténi w

podminky statické podminky geometrické

X +_y+ — 0 _ 82W
oX oy P Emy = Y
8mX+5me —-v, =0 & __ow
ox oy ™ ox?
om, om 2

y+ Xy _Vy:O 8mxy:—28W
OX oy OYOX

Kirchhofova — tenka deska (bez vlivu smyku) — deformacéni metoda

podminky fyzikalni

m, =D [gmx +vemyJ

m,=D lgmy +VE

m, = pd=v)

8mxy

Dosazeni podminek geometrickych do fyzikalnich, fyzikalnich do statickych a druhé a

treti statické do prvni -> deskova rovnice

o'w . o'w o'w p
Tt gt =—
OX oxX°y® oy D




Energeticke principy

« Energetické principy
«  princip virtualnich praci
* princip minima potencialni energie



Energeticke principy

*  Princip virtualnich praci

« Virtualni deformace — libovolny mysleny deformacni stav télesa (popsany
premisténimi a deformacemi), ktery splfiuje kinematické okrajové podminky
(pfedepsana premisténi v podporach) a geometrické podminky (vztah mezi
pfemisténimi a deformacemi)

« Virtualni sily — libovolny mysleny silovy stav télesa (popsany vné&jSimi a vnitfnimi
silami), ktery splfiuje statické podminky rovnovahy

* Virtualni prace:
* Prace skute¢nych sil na virtualnich deformacich

o =3 o] - [ foe]-{N

L
* Prace virtualnich sil na skute€nych deformacich

oW =3 {oF | -fu- [ {oN] T {e}ox

L ]
« Skutec¢né a virtualni veli€iny jsou na sobé nezavislé - POSUNY NEVZNIKLY DIKY
SILAMI!



Energeticke principy

Princip virtualnich praci
Virtualni prace vnéjSich a vnitfnich sil je nulova

oW =0

Lagrangeuv princip virtualnich pfemisténi

W = {ouf" {F }— [{e}T-{N}dx =0

L

PouZziti: napf. odvozeni deformacni varianty metody konecnych prvku

Castigliantv princip virtualnich sil

oW =3 o ful- [{oN} - {efdx =0

L

Pouziti: napr.: Metoda jednotkovych sil pro vypocCet premisténi



Energeticke principy

*  Princip virtualnich sil

Aplikace: Metoda jednotkovych sil pro vypocet premisténi
Virtualni préce

W =" {oF {

* \yjadrena pro prut

MW =A-F —[zy Ndx—[ & oV dx—[ &, M dx
L L L
Dosadi se za deformace z fyzikalnich podminek

A-6F =jﬁ(5N dx+_[LéV dx+jMa1v| dx
) EA ) GA El

K

Za virtualni silu 6F se uvazuje jednotkovy impulz (sila nebo moment) v misté a

smeéru hledaného premisténi (posun nebo pootoceni). A predstavuje hledané
premisténi.

=_[|; dx+J'—A(dx+J'—dx



Energeticke principy

Pretvarna prace vnéjSich sil

, . zZz Zx 2% 2
* prace, kterou kona zavazi na
protazeni tahla
F

n U non nn E_ N ; F

| Au 2
L, =Y FAu= j F (u)du Bl a3 ufun_II
i=1 0

Doplrikova prace vnéjsich sil
* prace, ktera je konana pfi
presouvani zavazi na ploSinu

| N
il

n Fi
L. = D UAF = [u(F)dF
i=1 0

Obecné

L+L, =Fu,

L g Silové a deformacni veliCiny jsou na sobé

linearne pruzny material zavislé -> postupné nardstaji ->odtud 1/2
1

I—e = Le* = E Ftut



Energeticke principy

1 2.4y, 1 2 1 2
1, _E!EAgNdHE!GAK & dx+EJL‘EIgM dx

Deformacni energie

energie, ktera se akumuluje v konstrukci pfi jeji deformaci vlivem zatézovani
konstrukce je schopna ji vydat zpét pfi odtézovani

odpovida pretvarné praci vnéjSich sil (Pro pruzné téleso)

I1. =1L,
obecné pro téleso CI B di
1 m En
=L [ 1o} folov T
\Y

pro prut A\
=2 e Nk 2, vxs 2 [, M ax Fo\s

i 2LN 2Lv 2LM [

po dosazeni fyzikalnich podminek



Energeticke principy

* Mechanicky systém

* mechanicky systém = konstrukce + zatizeni

« Potencialni energie systému

« zména celkové energie mechanického systému vlivem zatézovani

« potencialni energie vnitfnich sil — energie akumulovana v konstrukci (kladna)

I, = L,
« potencialni energie vnéjSich sil — ztrata polohy bfemene (zaporna)

I, =-Fu=—(L, +L) T

« celkova potencialni energie non

=11, + 11,
M=L,—(L+L)=-L




Energeticke principy

* Princip minima potencialni energie

« Ze vSech moznych deformacnich stavi pruzného télesa, které neporusuji jeho
spojitost a respektuji veSkeré kinematické okrajové podminky nastane prave ten, pfi
némz je potencialni energie systému minimalni.

IT=min



Variacni metody

« VariaCni metody

matematické postupy k hledani funkce udélujici extrém danému funkcionalu F
funkcional — integral z operatoru nad funkcemi a jejich derivacemi

y=f(x)

- I . . . . r r v r o v
variace funkce — infinitesimalni zména celého prubéhu funkce

W(X)+OwW(X)
dw(x) ... variace w(x)

« pfipustna funkce — funkce splnujici okrajové podminky

variacni metoda prevadi ulohu o nalezeni funkce udélujici minimum funkcionalu F
F = extrém

pfipustne funkce

=

A
OF =0 A

na tvar

(,'



Variacni metody

« Pfipad ohybu prutu 1 1
«  funkcional — potencialni energie IT; = —J‘ El gy dx= E-[ El (w")? dx
L L

2
IT=f(w,w’) 1, =—Fw

e

 podminka extrému 1 )
IT=1IT, +11, :EIEI (W' dx—Fw
L

IT=min

« hledana funkce — funkce prihybu
w(X)

« pripustna funkce — funkce splnujici okrajové podminky. Napf.:

i

w(X)

= O pfipustne funkce




Ritzova metoda

e aproximace premisténi
n
w(x) =D a ¢(x)
i=1

d(x) .... bazova funkce definovana na celé oblasti konstrukce, splfiuje okrajové
podminky

a, ... nezname koeficienty: maji pouze matematicky vyznam — definuji vahu dané
bazové funkce

« Bazoveé funkce
- voli se omezeny pocet funkci.
- variacni princip z nich vybere nejlepsi mozné feSeni z hlediska minima potencialni
energie
- pokud je mezi zvolenymi bazovymi funkcemi spravné PRESNE FeSeni, je variaénim
principem vybrano

i

N

(,'



Ritzova metoda

«  podminka minima IT=min

oll=0

« vyjadrena

« vyjadreni variace — parcialni derivace podle vSech proménnych parametr(
vede na soustavu rovnic

ol

—=0
0a,

jejiz fFeSenim jsou neznamé koeficienty a..
Ty se zpétné dosadi do plvodni aproximace a ziskame rovnici pfemisténi.

W) = > a, (3



Metoda kone€nych prvku

Aproximace premisténi
Rozdéleni konstrukce na prvky a uzly

aproximace bazové funkce
premisténi o Nj=f(x
w=f(Ai,A)) Ni=f(x) 2

4 1\ /1
>

— N

prvek

Bazove funkce N, patfici k jednomu uzlovému parametru jsou nenulové pouze na
okolnich prvcich k danému uzlu

Uzlové parametry A maji konkrétni fyzikalni vyznam — hodnota daného premisténi
v uzlu

- pfedstavuji primarni neznamé, pomoci kterych se vSe ostatni vyjadfuje

Vyjadreni premisténi po oblasti prvku

u(x) =[NJ{A}



Metoda kone€nych prvku

Vyjadteni deformaci — z geometrickych podminek
tej=[ofluf=[o]NJa}=[BKA}
VyjadFeni napéti — z fyzikalnich podminek
{oj=[Dlie}=[D]BJiA]
Vyjadieni potencialni energie

1 1 1
=3 | @ o)y = 31" | (BT IDIBAVIA) = 5 (4 [K](0)

1, = {a]'{F}

e

=TI, +11, m=_{af [Kfaj—{af {F]

kde K ... matice tuhosti
A ... vektor uzlovych parametru
F ... vektor uzlovych sil



Metoda koneénych prvku

* Vyjadreni minima potencialni energie podle variacniho principu

[Kliaj=1F;

|ze provést
- pro kazdy prvek
- pro celou konstrukci
« soustava se stava resitelnou po zavedeni okrajovych podminek
« TfeSenim jsou uzlova premisteni A, pomoci kterych se zpétné vyjadri
- pfemisteni u
- deformace ¢
- napéti (resp. vnitini sily) o
na jednotlivych prvcich



Metoda kone€nych prvku

[Kliaj=1F;

e okrajové podminky

* homogenni, nehomogenni — dosazeni prislusného premisténi do uzlového
parametru

* pruzné vazby — pfidani tuhosti pruziny do matice tuhosti konstrukce na pozici
odpovidajici dané sile a posunu

e zatizeni
* prvkové (spojita zatizeni po oblasti prvku) — pretransformuje se do uzll -> vektor
zatiZeni prvku -> vektor zatizeni konstrukce

« uzlové (osaméla bfemena pfimo v uzlech) — dosazuji se pfimo do vektoru zatizeni
konstrukce



Metoda kone€nych prvku

Faze vypoctu

analyza prvku

sestaveni matic tuhosti prvkd (dle geometrie, prifezovych a materialovych
charakteristik)

sestaveni vektoru zatizeni prvku (dle zatizeni po oblasti prvku)

analyza konstrukce

sestaveni vektoru uzlovych parametrt konstrukce

sestaveni matice tuhosti konstrukce (z matic tuhosti jednotlivych prvku)

sestaveni vektoru zatizeni konstrukce (z vektoru zatizeni prvkl a z bfemen
pusobicich v uzlech)

zavedeni okrajovych podminek
feSeni soustavy rovnic -> vektor uzlovych parametrt konstrukce, reakce
dokoncCeni analyzy prvku

sestaveni vektoru uzlovych parametrt prvku (z vektoru uzlovych parametru
konstrukce)

vypocet deformaci (z geometrickych vztahu)
vypocet napéti (z fyzikalnich vztahu)



Metoda kone€nych prvku

definice ulohy

typ prvku

dimenze ulohy

tvar prvku, uzly na prvku

uzlové parametry, klouby na prutech

geometrie modelu

definice uzlt (soufadnice) a prvku (dle uzld)
definice oblasti + automatické generovani uzll a prut
prufezové charakteristiky + pfifazeni k prvkiim
Ciselné, z katalogu

materialové charakteristiky + pfifazeni k prvkim
Ciselné, z katalogu

podepreni

pfedepsana premisténi uzll, pruzné vazby
zatiZzeni + kombinace zatézovacich stavi
uzlova, prvkova



Metoda koneénych prvku

Prvky a jejich stupné volnosti (uzlové parametry)

rovinna

& , rovinny rost
pfihradovina ram
- Lii¥ u,W, @y
3 u,Wl(Py W,(PX’(PY
— = — = — =
X
X X
v /
. V
z y W, Qx, Py
prostorova ¢ ,
pfihradovina p’ros ey
ram
u,v,w
u,v,w, u,v,w,

(an(PY9(PZ (an(PY5(PZ




Metoda koneénych prvku

Prvky a jejich stupné volnosti (uzlové parametry)
deskosténovy
prvek

sténovy

u,v,w,
prvek

(an(Py
u,v,w,

Px, Py, Pz %

deskovy
prvek

W, Px, Py

u,v,w,
(Px,(p)’

e U,v,W,
X Px.py ey
% W, Px,Qy PPy

y

prostorovy

W, (x, Py — prvek
1 x’ y

skofepinovy
prvek

WV "
B > \
/ % u,v,w

P Uu,v,w




