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Obsah predmétu

1. pfednaska

= spolehlivost konstrukci

= vypoctové modely

= zakladni veli€iny pruznosti

» zakladni vztahy pruznosti

= nelinearni pruznost

« 2. prednaska

= 3D problém - téleso (zakladni veliCiny a vztahy)

= prut (zakladni veliCiny a vztahy)

« 3. prednaska

= Rovinny problém - stény (zakladni veliCiny a vztahy)
» desky (zakladni veliCiny a vztahy)

= skofepiny

4. prednaska

= metody feSeni — presné, pfiblizné

= variaéni metody — Ritzova metoda, Metoda koneénych prvku



Téleso

* Prostorovy model

« zakladni veliCiny a vztahy nejlépe odrazeji skuteCnost
* obtizné fesSitelny systém rovnic

« obtiznéjsi interpretace vysledk

« zakladni vztahy poskytuji ramec pro odvozeni 1D a 2D modell

« 1D a 2D modely zavadi dalSi predpoklady, pomoci kterych se redukuje dimenze
ulohy i pocet rovnic a jejich neznamych velicin



Téleso

* napéti na prostorovém elementu
 normaloveé

- pusobi kolmo k ploSe YA
* smykové

- pusobi v plose

* prvni index — normala Txy
k plose Ty o
« druhy index — smér pusobeni AL B
S 4
« kladna plocha — plocha s vétsi o,
souradnici s

« kladny smer napéti
- na kladné plose pusobi
souhlasné s kladnymi souradnymi
osami



Téleso

* podminky rovnovahy - momentové
« momentova rovnovaha k ose z’ 0\
1 2M,=0

|
| —
(Txy+z->,<y)dydz%_(7yx +T;X)dXdZd—2y=0 — 4 Ty dy
- 4 1
° . , T , T Z
z Taylorova rozvoje: =yt o,y v } 7 | L
5 5 # S E—— \y
Txy dX Tyx dy _
(2, + . dx) dydz?—(Zryx + & dy)dxdz?—o p N
A
« vynechaji se ¢leny s dx?a dy? a ziska se Ty =Ty °
« analogicky pro dalsi osy
yz — sz sz — sz

« tato zakonitost se nazyva vzajemnost smykovych napéti
« diky vzajemnosti smykovych napéti je mozno pracovat jen se 6 slozkami napéti, ale
také pouze se tfemi podminkami rovnovahy (silovymi)

* novy vektor napéti ma tvar T
{G}: {Gx’o-y’o-z'rxy’ryz'rzx}



Téleso

« Statické rovnice — diferencialni podminky
rovnovahy - silove

« vyjadruji silovou rovnovahu na
diferencialnim elementu télesa.

* v bodé posunutém o diferencialni délku je
mozno jejich hodnotu definovat pomoci
Taylorova rozvoje vyuzitim prvni parcialni
derivace dané veliCiny

* napr o, se v bodé posunutém o dx definuje

0o, dx

OX
* napr. pro smer x se podminka *F, ;=0

vyjadfi ve tvaru:

o, =0, +

AN

|
Tx\y
| —
Ox | ’sze - ]
< - —>,
Trzx
Txy -
/
dx

(0': -0, ) dy dz + (r:y — Ty ) dx dz + (z'; = rzx)dx dy + Xdxdydz =0

oo, O0t, Ot




Téleso

podminky rovnovahy silové

zbyvajici se ziskaji z podminek rovnovahy pro dalSi smeéry >F ;=0 a *F,=0 , nebo
cyklickou zaménou indext x ->vy ->z->x

80‘X+57Xy 0
ox oy 0z

maticovy zapis
oo+ X=0

kde X={X,Y,Z}T
je vektor objemovych sil

+ % x =0

[0/ 0x
0

0

0
0/dy
0

T
{G}: {Gx’o-y’gz'z-xy’z-yz'z-zx}

0
0
0/0z

010y
0/ 0x
0

0 o8/é]
8/6z 0
8/dy 0/ox]




Téleso

« Geometrické vztahy
« vyjadrfuji zavislost mezi pfemisténimi
a deformacemi (U - g)

u(A)=u(x)=u

u(B):u(x+dx)=u+a—udx

« odvodi se z geometrickych zavislosti OX
na elementu télesa, ktery deformaci zméni tvar
Adx  dx'—dx
(c”X = =
dx dx y.v
_ (dx+u(B)-u(A))-dx
N c D’
dx T
ou | . v(C)
(dx+u+dx—uj—dx C 1 D Ly
OX | | )
= L \ _ .
dx A g W v(A<
au Aw fue |
gx Bl & /!,U(A)/‘L dX/ L

X,U



Téleso

ou
u(A) =u(x,y) u(C) =u(x,y+dy)=u(x, y)+5dy
oV
V(A) =Vv(X,Y) v(B) =v(x+dx,y) =v(X, y)+&dx
Av AU
yxy:a+ﬁzd ’+d - =
X dy yv u(C)
v(B)—-V(A) N u(C)—-u(A) U(A) Au
dx’ dy’ L 5
ou T
v+avdx—v u+-——dy-u i ¢ 'p
~ aX + 8y ’ d / J/B
y P gy | Av
dx dy ] e
& dx i
v, T
7/xy ax ay

X,U



Téleso

« Geometricke vztahy
« Zbyvajici slozky vektoru deformace se odvodi ze zavislosti ve zbyvajicich dvou
rovinach (mozno ziskat také cyklickou zaménou u ->v ->w ->u ax->y -> 2z ->X)

ou oV
OX 5y 2~ 5
X - - yz ZX:_ -
™ oy oy oz V=T Ty
* maticovy zapis 5/oc 0 0 8/oy 0 37857
c-0"u=0 o=| 0 0/0y 0 o/ox 0/o0z 0
] 0 0 0/ 0z 0 0/0y 8/8)6_

uj=1uv,wj teh=te0e, 807007 7]



Téleso

T £x= (dx-dx)/dx
1. Fyzikalni vztahy % Bt
- vztah napéti deformace (c - ¢) [ > = |
< —>
deformace od normalového napéti €] i %ﬂ
X
E
pro ostatni smery tgo=E
— — — O-X
gy =&, =VE, ——VE Ex
smykové napéti
Txy
Ve = Cy =t
Y G i} Ty -
materialové charakteristiky: Y
E ... Younguv modul pruznosti o
Txy
v ... Poissonullv soucinitel pficné kontrakce
G... modul pruznosti ve smyku e 156=2

G —
2(1+v)

Yy



Téleso

* Fyzikalni vztahy
deformace ¢, od napéti ve vSech smérech
1 1 1

=—0 E, =———VO —
X E X X E y 8X——EV(7

g

souctem deformaci se ziska

&y Zé[O'X —V(O'y +GZ)]

pro dalSi sméry Ize odvodit stejnym zplsobem nebo cyklickou zaménou indexu

1 1
Ey:E[Gy—V(GZ+UX)] gz_E[Gz_V(O-x+0y)]
« deformace od smyku jsou pro jednotlivé roviny nezavislé, opét Ize ziskat zaménou
indexu . .
Yy 'yt T
yxy_— 7/}’2_— )/zx:i
G G G



Téleso

Fyzikalni vztahy
maticove

c=Co

kde C je matice poddajnosti

1 —-v

-v 1

11—-v —v
Ccl==

[] El O 0

0 0

0 0

—V

—V

o O o -

0
0

2(1+v)
0
0

T
{G}: {Gx’o-y’az'z-xy’z-yz'z-zx}

) =1606,6, 79 Vs Vu)

o O O

2(1+v)
0

o O o O

2(1+v) |



Téleso

* Fyzikalni vztahy

« vyjadfeni zavislosti napéti na deformacich se ziska inverzi vztahu
o=De {G}z{Gx,ay,az,rxy,ryz,rzx}T

kde D je matice tuhosti

a ziska se inverzi {g}: {gx,gy,gz,yxy,yyz,)/zx }T

matice poddajnosti C

I
1% I-v 1% 0 0 0
D] 5 v 1% l-v 0 0 0
Q+v)1-2v)| 0 0 %(1—21/) 0 0
0 0 0 0 %(1—2\/) 0

0 0 0 0 0 %(1—21/)



Téleso

Rekapitulace velicin
vektor napéti

.
{G}: {Gx’o-y'gz'z-xy’z-yz'rzx}
vektor deformace

(e ={en eyt P Yy V)
vektor premisténi

U= v, wy

Rekapitulace vztah
diferencialni podminky rovnovahy (3)

oo+ X=0
fyzikalni vztahy (6)
nebo

c=Co o

geometrické vztahy (6)

£-0'u=0

Deg



Hlavni napeti

« Transformace napéti v roviné
« otacenim soufadného systému se méni hodnoty vektoru napéti

o, =0,C08° o+ o, sin® o + 7,,SIN 2

* _ - 2 2 _ -
o,=0,SIN“a+0,C08" a—71,SIN2a

Oy

*

1 . 1 .
7. =——o0,SIN2a+—0,SIn2a+ 7, COS2¢
Xy 2 X 2 y yz

Txy

« Tyto vztahy je mozné odvodit
z rovnovahy na sefiznutém elementu




Hlavni napeti

« Hlavni napéti v roviné

« pro urcCity uhel pootoCeni se ziska stav nasledujici napjatosti, kdy
normalova napéti dosahuji extrémnich hodnot ze vSech moznych sméra

* Uhel pootoCeni soufadného systému, Ize ziskat z podminky extrému:

do, _ 0
oa,

« provedenim derivace a porovnanim se vzorcem pro transformovana smykova napéti
oo,

p X = -0, sin2a + o, Sin 2a + 27, c0s2a = 27, =0
aO

se zjisti, Zze smykoveé napéti je nulove pro tento soufadny systém (hlavni osy)
T:y =0
a pro uhel pooto€eni hlavnich os plati:
_sin2a 27,
cos2a o, -0,

tg2c

0]



Hlavni napéti

« Hlavni napéti v roviné

* Dosazenim uhlu pooto€eni hlavnich os do transformacnich vztaht pro normalova
napéti se ziskaji hlavni napéti c,, .

1 1
O, = E(GX +Gy) ia\/(ax —Jy)2 +4z'fy
« obvykle je o, oznaCovano algebraicky vétsi z obou hlavnich napéti (uvazuje se (+)
ve VZorci)

o,=max  o,=min

« Hlavni osy jsou na sebe kolmé, algebraicky vétsi napéti svira mensi uhel s prvnim
hlavnim napétim



Hlavni napeti

« Hlavni napéti v prostoru

normalova napéti pro tfi navzajem kolmé sméry nabyvaji hodnot:
o,=mMax o,=0 o;,=min
* smykova napéti jsou nulova

Ty =Ty =Ty = 0

« hlavni napéti G jsou feSenim kubické rovnice:

Tyx Ty, 0;—0



Prut

« Zakladni predpoklady rovinného prutu
* prafezy zustanou po deformaci rovinné a
- kolmé na osu prutu (prut bez vlivu prace posouvajicich sil)
- obecné libovolné natocené vzhledem k ose prutu (prut s vlivem prace
posouvajicich sil)
* normalové napéti ve sméru kolmém na osu prutu je nulove

Prut bez vlivu smyku Prut s vlivem smyku
I Y N N R N
e P — | I
A A A JAN
. B ~\ ~ ZX
e T e
o e e e S e
T — - L
A7
normala po deformaci kolma na stfednici

normala po deformaci pfimka obecného sméru

« z pfedpokladu plyne
« linearni pribéh deformace ¢, a napéti o, po vySce prifezu
» svisly posun je po vySce konstantni

vodorovny posun, resp. hormalovou deformaci po vysce Ize vyjadrit pomoci veliCin
na ose prutu (u, @) resp. (&, &)



Prut

geometrické podminky

1

tah - deformace v ose prutu :“%

I N =
EN T Ex(2=0) = A N L

aX | 1 l u(z)=u+z.¢

V. =

tah + ohyb
vodorovny posun, resp. normalovou deformaci o
po vysce lze vyjadrit pomoci veliCin na ose
prutu (u, @) resp. (& &y) =1

u(z)=u+z-¢@
_ ou(z) _ ou +agp

g, (z Z=¢gy+&y 2
(2) X O O noo
kde _0p ,
ohyb + smyk

natoceni stfednice je zplsobeno
natoCenim prufezu (¢) a zkosenim (g,)

dw
—=—p+g

dx & =W+

T ‘iﬂ

| | L E(z)=Entz.En

—



Prut

N*= N+ N gy

dx V*=V + —dx

® ZFXi:O

—~N+N*+ndx=0
N+n=0
SF_ =0

-V +V *+qdx=0
V'+q=0
*M, =0

dx
—M+ M*+mdx - V'dx — qdx —

2
M-V +m=0

Diferencialni podminky rovnovahy

hodnota funkce v posunutém bodé ( z Taylorova rozvoje)

oV
dx

0

M*=M +— dx

oM

dx

VD

vV

N
v

v

N
v

R

dx

m
q
n
M*
-
X
VV*



Prut

« Fyzikalni podminky

N = IA o, dA = _[A Eec dA= _[A E(e, +2&,)dA= £y
Ez, [dA+Es, [ 2dA=EAs, +ESs,
k téziStové ose je S=0 - = % — >X N
N = EAe | —
| E(Z)=EntZ.Em

v, B

M =] z20,dA= | Ezs,dA=| Ez(s, +25,)dA=
Ezy [2dA+Ez, [ 2°dA=ESz, +Els,

M = Elg,,

V=] r,dA=[ Gy, dA=GAz,

A redukovana smykova plocha — odvozeno z energetické podminky

V =GA g,



Prut

« vlivem smyku na pruhyb
Prut s vlivem smyku

* Prut se zanedbanim vlivu smyku
« normala ke stfednici zustava normalou i po deformaci prutu
. fedpoklad _

preap & =0

A =

+ pak podminkuV =GA ¢, nelze vyjadfit
* apodminky gy =@ & =W+o

seupravina &, =—-W



Prut

* Prut s vlivem smyku
» Rekapitulace velic€in
e vnitii sily N, V, M - T
- deformace ¢, €, €y
« pfemisténi u, w, ¢

« Rekapitulace vztahu
« statické podminky

N'+n=0 V'+q=0 M-V +m=0

Prut s vlivem smyku

normala po deformaci pfimka obecného sméru

« fyzikalni podminky
N = EAg, V =GA ¢, M = Elg,,

* geometrické podminky
z ‘ & =W+@



Prut

*  Prut bez vlivu smyku
» Rekapitulace velic€in
* vnitfni sily N, V, M

Prut bez vlivu smyku

« deformace g, €,

* pfemisténi u, w

« Rekapitulace vztahu
« statické podminky

N'+n=0 V'+q=0 M-V +m=0

normala po deformaci kolma na stfednici

« fyzikalni podminky
N = EAg, M =Eley
* geometrické podminky



