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Staticky neurčité prutové konstrukce. Nakladatelství VUTIUM v Brně, 2004.



OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

• zanedbává velmi malý vliv posouvajících
sil na deformaci prutové soustavy

• počítá se změnou délky prutu
způsobenou normálovými silami

• na tvar ohybové čáry prutu má vliv:
• zatížení prutu (primární vliv)
• pružná přemístění (sekundární vliv)

• styčníková pootočení �� , ��
• vzájemné posunutí styčníků ve směru střednice prutu ∆���(∆���)
• vzájemné posunutí styčníků ve směru kolmém na původní střednici prutu 

∆��� → prutové pootočení 	��
• deformace prutu vyvolá koncové síly (akce styčníků na konce prutu)
• konce prutu působí na styčníky stejně velkými silami opačného smyslu

Obecná deformační metoda (ODM) – předpoklady 2



OBECNÁ DEFORMAČNÍ METODA

Rovnováha ve styčníku


 ��
,� � 0; ��
 � ��,� � ��,� � ��,�    � 0


 ���,� � 0; ��� � ��,� � ��,� � ��,�     � 0


 ��,� � 0; ��  � ��,� � ��,� � ��,�  � 0

�   �                �                 � �

ODM – rovnováha ve styčníku 3



ODM – OBOUSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

Koncové síly oboustranně monoliticky připojeného
prutu vyjádřené pomocí parametrů deformace

• závisí na zatížení prutu → primární stav
• dokonale upnuté konce prutu
• působí dané zatížení, které vyvolá primární síly
• můžeme určit např. silovou metodou
• zatížení lze obecně rozdělit na 2 nezávislé složky

– osové a příčné

• závisí na deformaci prutu → sekundární stav
• rozdíl osových koncových posunutí prutu vyjadřuje

vliv pružných osových změn prutu (Hookův zákon)
• příčná koncová posunutí a potočení uvažovaná jako

deformační zatížení se projeví vznikem sekundárních
koncových sil

ODM – koncové síly na prutech 4



ODM – OBOUSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

• superpozicí získáme výsledné (celkové)
koncové síly
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ODM – MATICOVÁ FORMA

• vyjádření koncových sil na prutu ve skalární tvaru s využitím globálních 
parametrů deformace pro uplatnění v podmínkách rovnováhy
je obdobné pro všechny pruty konstrukce → společný algoritmus

• maticová forma ODM
• matice – uspořádání prvků (čísel) do sloupců a řádků → čtvercová matice
• vektor – sloupcová matice (úsporný zápis do řádku s transpozicí)
• maticové operace = přehledné upořádání matematického zápisu

• výpočtový model – globální vektory prutové soustavy
• globální vektor parametrů deformace r

4 � ��, ��, ��, ��, ��, �� 5

4 � ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, ��, �� 5

• globální vektor uzlového zatížení S
� � 0, 0, 0, 0, ��, 0 5

� � 0, 0, 0, 0, ��, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 5

ODM – maticová forma, výpočtový model 6



ODM – ANALÝZA PRUTU

= základní úloha maticové formy v ODM

• typy prutů
• oboustranně vetknutý V–V
• jednostranně kloubově připojený V–K
• oboustranně kloubově připojený K–K

• vektor primárních koncových sil

�+ �� � �)�� , �̅��, �+�� , �)��, �̅��, �+�� 5

• vektor parametrů deformace prutu

4�� � �� , ��, �� , �� , ��, �� 5

• vektor sekundárních koncových sil

�" �� � �(�� , �6��, �"�� , �(��, �6��, �"��
5

ODM – analýza prutu 7



ODM – ANALÝZA PRUTU

• sekundární koncové síly jsou lineárně závislé
na deformacích a tuhostech

�(�� � 7���� * 7���� * 7���� * 7���� * 7�8�� * 7�9��
⋮

�"�� � 79��� * 79��� * 79��� * 79��� * 798�� * 799��
• 7�;  – konstanty úměrnosti tuhostní součinitele

• maticový zápis
�" �� � <�� · 4��; ��� � �+ �� * �" �� � �+ �� * <�� · 4��
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ODM – PŘÍMÝ PRUT

• vztah mezi lokální a globální souřadnicovou
soustavou je definován orientovaným úhlem =��
(mezi kladnou globální osou x a lokální osou x*)

• odvození prvků 
• vektoru lokálních primárních koncových sil
• lokální matice tuhosti
→ řešení jednoduchého staticky neurčitého nosníku
silovou metodou (základní soustava = prostý nosník
→ deformační součinitele)

ODM – přímý prut 9



ODM – OBOUSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

Primární koncové síly závisí na zatížení prutu

• osové zatížení
>? * >��)��∗ � 0
�)��∗ � � @A

@B

�)��∗ � ��)��∗ � C � @A
@B

� C
• příčné zatížení

D�� � 0; ��+��∗ E�� * �+��∗ F * ��� � 0
D�� � 0; ��+��∗ F * �+��∗ E�� * ��� � 0
�+��∗ � G� H �0G �I

H� H �0I2 ; �+��∗ � G� I0G �H� 
H� H �0I2

�̅��∗ � �̅��,?∗ � ∆�+; �̅��∗ � �̅��,?∗ * ∆�+

∆�+ � J+� ∗ KJ+ �∗

� � G� H �KI 0G � IKH� 
H� H �0I2 ·�

ODM – primární koncové síly – oboustranně vetknutý prut 10



Primární koncové síly závisí na zatížení prutu

�+ ��∗ �

�)��∗

�̅��∗
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�
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���F � ���E��
E��E�� � F�

ODM – OBOUSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

ODM – primární koncové síly na oboustranně vetknutém prutu 11



Sekundární koncové síly závisí na deformaci prutu
�" �� � <�� · 4��

• nezávislý vliv osových a příčných deformací → nulové prvky matice tuhosti

• prvky v každém sloupci matice tuhosti odpovídají koncovým silám vyvolaným 
vždy jednou jednotkovou deformací při současném vynulování ostatních
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• vektor parametrů deformace prutu
4��∗ � ��∗ , ��∗, ��∗ , ��∗ , ��∗, ��∗ 5

• vektor sekundárních koncových sil

�" ��∗ � �(��∗ , �6��∗ , �"��∗ , �(��∗ , �6��∗ , �"��∗ 5

ODM – OBOUSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

ODM – sekundární koncové síly – oboustranně vetknutý prut 12



ODM – OBOUSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

1. deformační stav 
jednotkový vodorovný posun podpory a:  ��∗ � 1
• sekundární koncová síla (tuhost)

>? * 7��∗ >� � 1 → 7��∗ � �
@B

; 7��∗ � �7��∗

• prizmatický prut (A = konst, I = konst)

>� � N �
%&

�
? dP � �

%& → 7��∗ � �7��∗ � %&
�

ODM – sekundární koncové síly – oboustranně vetknutý prut 13



ODM – OBOUSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

2. deformační stav 
jednotkový svislý posun podpory a:  ��∗ � 1
• způsobí naklonění prutu

	 Q tg 	 � �
�

• deformační podmínky (nenulový je pouze svislý posun uzlu a)

��∗ � 0: �7��∗ E�� * 79�∗ F � 	 � 0 →  �7��∗ E�� * 79�∗ F � �
�

��∗ � 0: �7��∗ F * 79�∗ E�� * 	 � 0 →  �7��∗ F * 79�∗ E�� � � �
�

7��∗ � � H �KI
H� H �0I2 � ; 79�∗ � � H� KI

H� H �0I2 �

• momenty uvede do rovnováhy dvojice sil → svislé složky koncových sil

7��∗ � �78�∗ � � �
� 7��∗ * 79�∗ � H� KH �K�I

H� H �0I2 �2

ODM – sekundární koncové síly – oboustranně vetknutý prut 14



ODM – OBOUSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

3. deformační stav 
jednotkové pootočení podpory a:  ��∗ � 1
• deformační podmínky

��∗ � �1: �7��∗ E�� * 79�∗ F � �1
��∗ � 0:    �7��∗ F * 79�∗ E�� � 0
7��∗ � H �

H� H �0I2 ; 79�∗ � I
H� H �0I2

• momenty uvede do rovnováhy dvojice sil
– svislé složky koncových sil

7��∗ � �78�∗ � � �
� 7��∗ * 79�∗ � � H �KI

H� H �0I2 �

další prvky matice tuhosti určíme analogicky
analýzou 4. až 6. deformačního stavu

ODM – sekundární koncové síly – oboustranně vetknutý prut 15



ODM – OBOUSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

Lokální matice tuhosti

• jednotlivé prvky mají různé fyzikální rozměry

• determinant soustavy rovnic U � E��E�� � F�
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0 0
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U

ODM – lokální matice tuhosti – oboustranně vetknutý prut 16



ODM – JEDNOSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

Primární koncové síly závisí na zatížení prutu
�+ �� � �)��, �̅��, �+��, �)��, �̅��, 0 5

• osové zatížení – viz oboustranně vetknutý prut

• příčné zatížení

D�� � 0; ��+��∗ E�� * ��� � 0 → �+��∗ � G� 
H� 

�̅��∗ � �̅��,?∗ � ∆�+; �̅��∗ � �̅��,?∗ * ∆�+; ∆�+ � J+� ∗
� � G� 

H� ·�
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0
ODM – primární koncové síly – jednostranně vetknutý prut 17



ODM – JEDNOSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

Sekundární koncové síly závisí na deformaci prutu

1. a 4. deformační stav – viz oboustranně vetknutý prut

2. deformační stav 

jednotkový svislý posun podpory a:  ��∗ � 1
• způsobí naklonění prutu

	 Q tg 	 � �
�

• deformační podmínka

��∗ � 0: �7��∗ E�� � 	 � 0 →  �7��∗ E�� � �
� → 7��∗ � � �

H� ·�

• momenty uvede do rovnováhy dvojice sil – svislé složky koncových sil

7��∗ � �78�∗ � � �
� 7��∗ � �

H� ·�2

ODM – sekundární koncové síly – jednostranně vetknutý prut 18



ODM – JEDNOSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

3. deformační stav 

jednotkové pootočení podpory a:  ��∗ � 1
• deformační podmínka

��∗ � �1: �7��∗ E�� � �1 → 7��∗ � �
H� 

• momenty uvede do rovnováhy dvojice sil – svislé složky koncových sil

7��∗ � �78�∗ � � �
� 7��∗ � � �

H� ·�
další prvky matice tuhosti určíme analogicky analýzou
5. deformačního stavu
prvky 6. řádku jsou nulové

• vektor parametrů deformace prutu

4��∗ � ��∗ , ��∗, ��∗ , ��∗ , ��∗, 0 5

• vektor sekundárních koncových sil

�" ��∗ � �(��∗ , �6��∗ , �"��∗ , �(��∗ , �6��∗ , 0 5

ODM – sekundární koncové síly – jednostranně vetknutý prut 19



ODM – JEDNOSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT

Lokální matice tuhosti

• jednotlivé prvky mají různé fyzikální rozměry
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ODM – lokální matice tuhosti – jednostranně vetknutý prut 20



ODM – PRAVOSTRANNĚ VETKNUTÝ PRUT
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ODM – OBOUSTRANNĚ KLOUBOVÝ PRUT

Primární koncové síly závisí na zatížení prutu
�+ �� � �)��, �̅��, 0, �)��, �̅��, 0 5

• osové zatížení – viz oboustranně vetknutý prut

• příčné zatížení

�+��∗ � �+��∗ � 0
�̅��∗ � �̅��,?∗ ; �̅��∗ � �̅��,?∗

�+ ��∗ �
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0
ODM – primární koncové síly – oboustranně kloubově připojený prut 22



ODM – OBOUSTRANNĚ KLOUBOVÝ PRUT

Sekundární koncové síly závisí na deformaci prutu

• vektor parametrů deformace prutu

4��∗ � ��∗ , ��∗, 0, ��∗ , ��∗, 0 5

• lokální matice tuhosti – pouze vliv osových deformací (SU nosník)

<��∗ �

�
@B

0 0 � �
@B

0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

� �
@B

0 0 �
@B

0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

• vektor sekundárních koncových sil

�" ��∗ � �(��∗ , 0,0, �(��∗ , 0,0 5

ODM – sekundární koncové síly – oboustranně kloubově připojený prut 23



ODM – PRIMÁRNÍ KONCOVÉ SÍLY 

ODM – primární koncové síly na prizmatických prutech 24



ODM – PRIMÁRNÍ KONCOVÉ SÍLY

ODM – primární koncové síly na prizmatických prutech 25



ODM – LOKÁLNÍ MATICE TUHOSTI

ODM – lokální matice tuhosti prizmatických prutů 26



ODM – TRANSFORMACE

Transformace do globálního souřadnicového systému

• soustava rovnic se sestavuje v globálních souřadnicích

• vektor parametrů deformace prutu

4�� � �� , ��, �� , �� , ��, �� 5

4��∗ � V��4�� 4�� � V��W 4��∗

• vektor celkových koncových sil prutu

���∗ � V����� ��� � V��W ���∗

• matice tuhosti prutu

<�� � V��W <��∗ V��

ODM – transformace do globálního souřadnicového systému 27

Transformační matice



ODM – GLOBÁLNÍ MATICE TUHOSTI

ODM – globální matice tuhosti prizmatických prutů 28



ODM – GLOBÁLNÍ MATICE TUHOSTI

ODM – globální matice tuhosti prizmatických prutů 29


