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JX38 PRETVORENI ROVINNYCH NOSNIKO

Predpoklady vypoctu
« Fyzikalni linearita — material prutd linedrné pruzny, plati Hookdv zakon

« Geometricka linearita — linearni zavislost mezi silami a deformacemi
konstrukce (deformace jsou ve srovnani s délkovymi rozméry konstrukce
velmi malé)

» statické podminky rovnovahy sestavujeme na nepretvorené konstrukci
— vypocet provadime podle tzv. teorie prvniho radu

« plati princip Umérnosti a superpozice Ucinkd
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Pretvoreni rovinnych statickych urcitych prutovych konstrukci 2



JX38 PRETVORENI ROVINNYCH NOSNIKO

Divody pro vypocet deformaci (pretvoreni)

 Posouzeni konstrukce podle mezniho stavu pouzitelnosti — ovéreni zda
jsou deformace (zejména prihyby) konstrukce v pfijatelnych mezich

. Regeni staticky neuréitych konstrukci
e pri vypocCtu je nutné respektovat pretvoreni konstrukce

 kromé statickych podminek rovnovahy se uvazuiji také podminky
deformacni

Metody pro stanoveni posunuti a potoceni prlirezu nosniku
« Z principu virtualnich praci, tzv. Metoda jednotkovych sil

« Mohrova metoda

- integraci diferencialni rovnice ohybové Cary (Clebshova Uprava)

- pretvarnou (deformacni) praci

Pretvoreni rovinnych statickych urcitych prutovych konstrukci



JY3J PRINCIP VIRTUALNICH PRACI

Virtualni pretvoreni
- velmi malé, fiktivni, myslené avSak mozné pretvoreni, které nastava vzdy
v souladu s vnéjsimi a vnitrnimi vazbami télesa

* napr. pruzna deformace (posunuti ds a pootoceni d¢ prirezu) nosniku
vyvolana virtualnim zatizenim

Virtualni zatizeni

- sila 8F, moment dM je zatizeni fiktivni, mysSlené avsak mozné a mohlo by
skutecné na pruzném télese plsobit

- jeho velikost neni omezena, pro jednoduchost volime 6F=1, 6M =1

Virtualni prace

« prace virtualni sily (momentu) na skutecném posunuti (pootoceni) télesa
SL=8F-s;8L=8M-¢

« prace skutecné sily (momentu) na virtualnim posunuti (pootoceni) tuhého
télesa

OL=F-06s;, 8L =M -6¢

Princip virtualnich praci — virtudIni pretvoreni, zatizeni a prace



JY3] PRINCIP VIRTUALNICH PRACIE

Uvazuje dva zatézovaci stavy téze konstrukce 4(x)
1. Skutené zatiZeni vyvols . adiih
v _ s s e X
skutecnve c,Iefo_n?a,ce, 5; (uy, wi, ;) EN’ , Mcz- %
a skutecné vnitrni sily N,V, M ww o B
L, o , ; i M;
2. V.irtL!aI,m zatizeni vyvola 9 l -
virtualni deformace §;, ¢; A
a virtuaini vnitini sily N, 7, i g
M F, _
; ; ; o o, - l M,;
VIRTUALNI PRACE VNEJSICH SIL - c '
R P
T virtualni zatiZzeni

Le=YF 6+ XM;-¢;+ )R, -6,

skutecné zatizeni
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2 Ry -6, = E(Rrx ‘Ur + Ry » Wy + Ry - 90) “1 y : 5
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Princip virtualnich praci — virtualni prace vnéjsich sil



JY3] PRINCIP VIRTUALNICH PRACIE

VIRTUALNI PRACE VNITRNICH SIL
l

—f(]V-Au+I7-Aw+1\7I-A<p)
0

(d) M (@
- vliv normalové sily .
A Ndx T MM —
Uu=—— 7 My o M
EA " [ AV A
= YO 4 V4 -]1'\/ -!__* J\ ]Tj ﬁr
- vliv posouvajici sily W/ N
q Vdx 2%
Aw = ydx = H T L oo
- Ap =d '
- vliv ohybového momentu V'[ P
Mdx

Ap = —— 4N7Si;,—]\i ‘rrf;: (LJD ¥
Aw

Princip virtualnich praci — virtualni prace vnéjsich sil



JY3] PRINCIP VIRTUALNICH PRACIE

VIRTUALNI PRACE VNITRNICH SIL

- vliv rovhomérné zmeény teploty -t o, A
Au = a;Atydx
- vliv nerovhomeérné zmeny teploty . | ! { ._.5 Aty
a:Atdx |
Ap =— J RZT A, NZT
Y -
L [ lNNd +jl VVd -+ MMd +le Atod +JM“tAt1d]
= — —dx n—dx —dx a; - Atydx X
‘ EA GA o EI 0

Princip virtualnich praci — virtualni prace vnéjsich sil



JY3J PRINCIP VIRTUALNICH PRACI

LAGRANGEUV PRINCIP VIRTUALNICH PRACI

Princip virtualnich premisténi

« tuhé téleso — virtualni veliina je premisténi (posunuti nebo pootocenti)

« virtudlni prace rovnovazné soustavy sil plsobici na tuhé téleso je
pri libovolném virtualnim premisténi rovna nule

Princip virtualnich sil

* rozsifeni pro pruzna télesa — virtualni velicina je sila

- pri libovolném virtualnim pretvoreni pruzného télesa, nachazejiciho se
VvV rovnovazném stavu, je soucet virtualni prace vnéjsich a vnitrnich sil
pUsobicich na téleso roven nule
L=L,+L;=0-L,=—L;

INN
fO EA

IMM

YF;i-6;+XM;-¢@ dx+f }t—d + Jo 5 dx

— rovnice pro v;'/poéet posunu a potoceni prirezu rovinného nosniku

Princip virtualnich praci



JY3] BETTIHO VETA

Virtualni prace jedné soustavy vnéjsich sil F, -, F
Fy, -, F;,~- Fy na posunutich §;, ";'.§,i' (_Sn " ]j [ W 'l b
vyvolanych druhou soustavou vnejsich sil ’ 3, Y 7ay
Fy, -, Fy, - E, je rovna virtualni praci druhé —
soustavy sil na posunutich &;,++,8;, - 8, F e
vyvolanych prvni soustavou sil — ' ki1 b
n m AT — R
0, 0,
5= 3 s
=1 I=1
Véta o vzajemnosti virtualnich praci plati Ff Ff
| pro virtualni praC| momentd l

Mg_:‘q_,lp T _gp_ —
le(pl sz(pk ? T

F1p'5f+F2p'5g=Mf'§0f+F2q'5§ A _‘51"“"- - ‘

Bettiho véta o vzajemnosti virtualnich praci



I3 MAXWELLOVA VETA

Zvlastni pripad Bettiho véty

- ukazuje na vzajemnost posunuti (pootoceni) dvou libovolnych
prirezi pro pripad kdy kazda soustava sil je reprezentovana pouze
jednim jednotkovym zatizenim (silou nebo momentem)

F;=
a l k b
Fi - ik = Fy * Oy, S~ iy A
Fi = 1; Fk =1- 6ik = 6ki ; ; lFri
E-\\\Jérk k _.,//—
M,'z
F=1
a ,«——\/;'\ k ,\b a ’ l k b
E (;-L\-\A-__.—.—_—E.-—-"’ //é A \“-_. | //A
ki Y— . Lt —my — —
M, =1 Oy "7 _
I oy s
A< = A a : k o= b
\\"‘-o-—--_.:’.j’.,_ o A\\ i(j /I/’ A
ot 51& - X -

Mawellova véta
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JX-3) METODA JEDNOTKOVYCH SIL

« vypocCet pretvoreni priirezu pomoci principu virtualnich praci
- spojeni Bettiho a Maxwellovy véty s principem virtualnich praci

F
- uvazujeme jednotkové virtualni zatizeni / )
(sila nebo moment) S I e N
T Y , Wag o, Ty o T W)
» virtualni zatizeni umistime do mista fi™a ! Al”- Y,
a ve sméru hledané deformace z 4 - o
prifezu nosniku — | g
_ F,=1
° pak pI’O Fm — 1 R, a lm X b
_..._'.._...A = é///
- A
. — R -~ — — 'Ry,
m m e “u,w, o I
) lNNd +Jl Vvd + lMMd i; ,
= | —dx n—dx —dx 7, « m x b
m 0 EA 0 GA 0 EI ___"%\_\\ 1 5/,/%
______ —Ji_“ o
Maxwell-Mohriiv vzorec 1%, B i”g’ R,

Metoda jednotkovych sil — vypocet posunuti a pootoceni priifezu nosniku 11



23] METODA JEDNOTKOVYCH SIL

Maxwell-Mohrtiv vzorec

= | —dx n—dx —dx u, @ » ¥
m 0 EA 0 GA 0 EI SiLwp ’
Zy
gV 7 7 v ’ v s t’=.$' |
N,V,M — vnitrni sily od skutecneho zatizeni e - g
N,V,M — vnitfni sily od virtualniho zatizeni 7, - l x b
(E,, = 1) v umisténého v prlrezu m ? S~ ;T_ - ’_%
N VM _
- 7 7 ’ V4 7| = Vg V7 I_ —,—,— I bz
Praktické Ulohy — ohybané nosniky — nejvétsi "« | w1
’ - - ’ - ’ V4 7 ’ Mm=
podil na velikosti celkove virtualni prace ma N . )
ohybovy moment, - T AT T2
vliv normalovych a posouvajicich sil Ize zanedbat T_ ““““““ N7, MT_
LM Re Lawe I
0, = j —dx
™ )o EI
V4 V4 \4 1 l = -
pro nosnik konstantniho prirezu 6,, = — Jo MM dx
Metoda jednotkovych sil — vypocet posunuti a pootoceni priifezu nosniku 12



JX-3] METODA JEDNOTKOVYCH SIL

Jak spocitat fol MM dx?
- analyticka integrace

« numericka integrace (napr. Simpsonovo pravidlo)
« Verescaginovo pravidlo

« tabulky

Verescaginovo pravidlo

l
mex=AM.E
0

A, — plocha momentového obrazce M @ \lls\

M, — hodnota momentu M v misté a

V V.V

pozn. Ize pouzit i pro funkce normalovych a posouvajicich sil

Metoda jednotkovych sil — Veres¢aginovo pravidlo
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JX30 VERESCAGINOVO PRAVIDLO

Omezujici podminky

» jedna z funkci musi byt konstantni nebo linearni
« obé funkce musi byt spojité na daném intervalu
« plocha se urci pod krivkou vyssiho radu

V VaV

SlozitéjSi momentoveé obrazce (funkce) Ize rozdélit na jednodussi obrazce
a vyuzit principu superpozice

Verescaginovo pravidlo 14



JX3) VERESCAGINOVO PRAVIDLO

SlozitéjSi momentoveé obrazce (funkce) Ize rozdélit na jednodussi obrazce
a vyuzit principu superpozice

Verescaginovo pravidlo — rozdéleni na jednodussi obrazce
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JX-3] METODA JEDNOTKOVYCH SIL

Stanovte pootoceni @, a ¢, prostého nosniku dle obrazku:

l

Mﬂ
~ . b M(x)=Ma—Ra-x=Ma—ﬂx=Ma(1—§)

potoceni prirezu ¢,

1\7I(x)=1—Ra-x=1—§

analyticka integrace

Pa = flM—de =$folM(x)1\7I(x)dx =

0 EI
=gl Ma (1-7) (1-7) dx =

1 (1 x | x?
_EIOMa(l_ZT-I_l_Z)dx_

l
M 2x2  x3 M l M,l
=2|x ——+ = =—“(l—l+—)=—“
EI 21 3120 EI 3 3EI

Priklad 1 — vypocet pootoceni priifez{ prostého nosniku

17



JX-3) METODA JEDNOTKOVYCH SIL

M,
. S S Vere$¢aginovo pravidlo
M) BT e v oy
7 . " potoceni prurezu ¢,
@ . .
- 0o = = [y MEOM()dx = = Ay T,
2 Mgl
=g Ml 52 00 =35

potoceni prlirezu ¢,

1 I — 1 N
op == Jy MOCOM(x)dx = — Ay M,

M, 1
=1 IMl -t g, =2t
El 2 = P = GEr

pro jednotkovy moment M, = 1

l l
Pa =351 Pb = E;

zakladni deformacni Uhly pro prosty nosnik
s konstantnim prlifezem PAMATOVAT!!!

Priklad 1 — vypocet pootoceni priifez{ prostého nosniku 18



JX-3] METODA JEDNOTKOVYCH SIL

Urcete prihyb w_uprostred rozpéti prosté podepreného nosniku
s konstantnim prirezem b x A. UvaZujte pouze vliv prace
ohybovych momentt.

q
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12 | T

1

Pfiklad 2 — vypocet prihybu prostého nosniku 19



JX-3] METODA JEDNOTKOVYCH SIL
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Pfiklad 2 — vypocet prihybu prostého nosniku
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JX-3] METODA JEDNOTKOVYCH SIL
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Pfiklad 2 — vypocet prihybu prostého nosniku
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