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24l INFINITEZIMALN PO

Diferencialni pocet — derivace

« zjednodusené: derivace ... sklon (rychlost)
« smérnice tecny v bodé

Integralni pocet — integraly

- zjednodusené: integral ... plocha (soucet)
c A=) fO0dx

e A=)dA=)f(x) dx
Primitivni funkce — souvislost
0F (x)

 f) =2
« F(x) = [ f(x)dx + ¢

Infinitezimalni pocet



JX3) TEZISTE ROVINNYCH OBRAZCU

Plocha priirezu 4 [m?]
« A= [ dA=[[ dxdy =¥ dA

Staticky moment plochy k ose $[m3]
* dSy =y-d4; dS, =x-dA

* Sy =J,dSy = [,ydA = [[, ydxdy =¥ ydA

* S, = fAdSy = J,xdA = [[, x dxdy = ¥ xdA

VO 404

» staticky stred soustavy fiktivnich rovnobéznych sil

S S

vy X
° X, = —" —_
t A'yt A

+ Sy, =0;S, =0 e

Yta

Prlifezové charakteristiky rovinnych obrazcd — tézisté 3



JX-3) KVADRATICKE MOMENTY PROREZU

* Iy = [,y*dA = [[, y* dxdy(= ¥ y*dA)

Moment setrvacnosti k ose 7[m#4] y A
|
+ I, = [,x*dA = [[,x* dxdy(= X x*dA) |

0 ' »>

Polarni moment setrvacnosti k bodu 7[m#4]
c Io=[,r?dA=[,(x* +y?)dAd= [, y?dA+ [, x*dA =L, + I,

Deviacni moment ke dvéma pravouhlym osam D [m*4]
* ny = foydA = ffoy dXdy(= nydA)

Prlfezové charakteristiky rovinnych obrazcl — kvadratické momenty



JX-3] TRANSFORMACE SOUR. SYSTEMU

Posunuti souradnicového systému
cy=y1+tGx=x+d

L= [,y?dA= [,(y1 + 0)?dA = [,(y{ + 2y.c + c*)dA =

= [,yfdA+2c [,y;dA+c? [, dA > I, = I, +2cS,, + c*A

Iy= [,x*dA= [ (x +d)?dA > I, = I,, +2dS,, +d*A

V1=Vt _)le :Sxt =0
- I, = I, + c*A (Steinerova véta)

X1 =%t =25y, =5, =0
_ 2
- 1I,=1, +d°A

* Dy, =D, ,, + cdA

XtYVt

Transformacni vztahy pro kvadratické momenty k posunutym osam 5



ZX4l OBDELNiK

Plocha prlirezu
+ A=[dA=[f dxdy=['['dxdy>A=b-h
Staticky moment plochy k osam

2
¢ Sy =[,ydA= [y [ dxdy - S, =2
b*h
* Sy = [, xdA = f fxdxdy—>S
Tézisteé
. Sy _b Sx _h
Xt =, =3Vt =, =3
Staticky moment plochy k tézistnim osam
21h/2

h/2 b/2

—h/2

h/2  (b/2 B
* Sy, = [, xdA = fh/z f_b/zxdxdy—>5yt =0

nj2Y J-pyp dxdy :b[y?] = Sx =

Prlfezové charakteristiky obdélnika



ZX4l OBDELNiK

Moment setrvacnosti k osam

* Iy = [,y*dA = [, y*dxdy = fy f dxdy = b’—] -1,

hb3
3

h/2
. 2 h/2 b/2 N A . [Rr® h3
Iy, = [, y*dA = fh/z fb/zdxdy—b[?] _b<Z_<_ﬂ)>

* I, = [,x*dA = [, x*dxdy = fof x?dxdy - I, =

—h/2
I =—bh3 y
R I
|
Transformace dd
rmdy

= J,y?dA =1, +2dS, + d*A =

() 2 (3

31 _1,1 _ 1 423
= hb (3 2+4)_)I3’t_12hb b

Prlfezové charakteristiky obdélnika



23] OBDELNIK

Deviacni moment

h b b2 h?
* Dyy = [, xydA = [[, xydxdy = [y [, xdxdy — D, = "
Deviacni moment k tézistnim osam

h/2 b2
* Dy,y, = [,xydA = [[, xy dxdy = f_h/zy f_b/zxdxdy —

- Dxth =0
Polarni moment setrvacnosti k tézisti "
: !
. — _ 1 3 1 3 — @ 2 2 | |
Iy = Iy, + L, = —bh> + —hb*> - Iy = = (h* + b?) .
&
< R
t X,
b

Prlfezové charakteristiky obdélnika



JX3] JEDNODUCHE OBRAZCE

Plocha a centralni kvadratické momenty

YA YiA
|
|
ol )
b | d="2r |
|
1 md?
A= bh A =—=>bh = 2 —
> A=mnr 2
1 1 nrt  md*
Iy, = —bh* I, = —Dbh? = =
12 t 36 L, 4 64
1 1 art  md*
I, =—=hb3 I, =—hb? — —
Ye 12 Ye 36 Ly, 4 64
b2h?
Dxth =0 Dxtyt - - 77 DxtJ’t =0

Plocha a centralni kvadratické momenty jednoduchych obrazcl



IX3) SLOZENE OBRAZCE

» rozdéleni na jednoduché dil¢i obrazce

* A=Y, A

* Sy = Xicq Sxi = Yic14i " Vi

_yn _ o
* Sy T i:1Syi - i=1Ai Xi
— Sy _ ?:1 Aj-xi . _Sx ?:1 Ai'yi
X == Y= =
A A A A

y Ixt = 11_1:1(1%1_ +A4; - (y; — J’t)z)

* Ly, = ?:1(1yt,i + A; - (x; — xt)z)

¢ Dy = X (Dxpyi + Ai + (i = %) - 0 = )

Prlifezové charakteristiky slozenych obrazc(
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JX3) SLOZENE OBRAZCE

Urcete centralni kvadratické momenty daného slozeného obrazce

yA
|
|
|

0,3

Prlifezové charakteristiky slozenych obrazcd — Priklad 1 11



JX3) SLOZENE OBRAZCE

Ailm’]  x[m]  y;[m] Sx;[m’] Sy, [m°]
0,06 0,1 0,15 9,0-103 6,010
006 0333 0,10 6,01103 19,9810

-0,0314 0,2 01  -3,14'103 -6,28103

0,0886 11,8610 19,70-10-3

Sx = Xi=1 Sx; = i1 4 yi
Sy = Di=1 Sy; = i=1Ai - x;

-3
_ Sy _ 19,7-10

Xy =— = =0,222 m
A 0,0886
— > S 11,86-1073
0,4 L ¥ yp=—=——0—=0134m
I )

Priklad 1 — poloha tézisté 12



JX3) SLOZENE OBRAZCE

Centralni kvadratické momenty

i A;[m’] yilml — yi=y [ml  Ix,;[m*]  Ai(y;i—y:)’[m*]

1 0,06 0,15 0,016 4,5-10 1,536°107

2 0,06 0,10 —-0,034 3,010 6,936°10~

3 -0,0314 0,1 -0,034 -0,785'10% -3,630°107

2 6,715'104 0,484'10“

YA
| 0’222)’tT/ Ixt - ?=1(Ixt,i +4; - (yl - yt)z)
| ¢ I, =7199-10"* m*
/ i
- K. . &b
3 \3 g
— >
0,2 0,4 | o
/]

Priklad 1 — centralni kvadratické momenty



JX3) SLOZENE OBRAZCE

Centralni kvadratické momenty

i Am2] xm]  yeym] Iy [mf] A (G—x)*(m]

1 0,06 0,1 0,016  2,0110¢  8930'10%

2 006 0333 -0034 533310%  7,393-10*

3 -00314 02  -0034 -078510% -0,152:10%

> 6,548'10* 16,171-10*

v
| 0,222ytT/ Iyt = ?=1(IYt;i +A4; - (xi - xt)z)
| | I, =22,719-10"* m*
/ i
- K. . &b
3 \3 g
— >
0,2 0,4 | o
/1

Priklad 1 — centralni kvadratické momenty 14



JX3) SLOZENE OBRAZCE

Centralni kvadratické momenty
A;[m?]  xp—x [m]  yi—y,[m] Dxpy,;[m*]  A;(x—x;) (¥V;i—y:)[m?]

/
1 0,06 -0,122 0,016 0 -1,171-104
2 0,06 0,111 —-0,034 —-2,0-10% —-2,264:10*
3 -0,0314 -0,022 —-0,034 0 —0,235-104
> -2,0-104 3,67°104
VA
| y
0,222 IT/ Dxtyt = Yic1 (Dxtyt,i +A; - (g —x) - (i — Yt))
7
| — —4 4
% ) D, = —5,67-10""m
O‘\ y . [ — [N
: 0,1 ¥
3 \3 Oh
— >
0,2 0,4 | o
i

Priklad 1 — centralni kvadratické momenty 15



JX-3 HLAVNI OSY SETRVACNOSTI

Lty 1 2
y Imax,min = 11,2 = >+ E\/(Ix - IJI) + 4ny2

Hlavni osy setrvacnosti

16



IX-3] MOHROVA KRUZNICE

« zvolime dvé navzajem kolmé osy
» vodorovna — I, I,
* svisla- D,,

- ve zvolenem méfitku vyneseme od pocatku o hodnoty Z.a 7,
- ve stejném meritku vyneseme kolmo hodnotu D,,

 Mohrova kruznice — kruznice se stfedem s sestrojena nad primérem p
L+1y

¢ S = DA
2 |
2 |
° p:\/(lx_ly) +4ny2 |
I
Oi_'_‘ ....... *I
I
D1

| )

Mohrova kruznice — grafické reSeni 17



ZX3] MOHROVA KRUZNICE

 pol Mohrovy kruznice — bod P na kruznici, ve kterém se protnou
rovnobézky s osami xa y

- I.., I —prlseCiky Mohrovy kruznice s vodorovnou osou

Mohrova kruznice — grafické reSeni — priklad 1
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JY3] POLOMER A ELIPSA SETRVACNOSTL

Polomeér setrvacnosti [m]

« vzdalenost od téziste, ve které soustredime veskerou hmotu a mame
stejny moment setrvacnosti jako celého télesa

. I . I .
i = /Zx—ﬂx:A-l,%; iy= /Zy—ﬂy:A-lf,

Elipsa setrvacnosti pro dany bod

» kazdé ose setrvacnosti prislusi moment setrvacnosti a tedy i polomer

setrvacnosti X ya

- primky rovnobé&Zné s osami setrvaénosti P
ve vzdalenostech prislusnych polomérl -
setrvacnosti obali krivku

— elipsa setrvacnosti

x|,

Polomér a elipsa setrvacnosti 19



I3 SLOZENE OBRAZCE

Hlavni centralni kvadratické momenty a elipsa setrvacnosti

Iy, = 7,199 -10~* m% I, = 22,719 - 10~* m*; D,,,, = —5,67 - 10™* m*
iy, = |22 =901 mm; iy, = [%=160,1mm
Xe — a7 vy = T4 T )
Iy+1 1 2
V4 Imaxmin = 11,2 = 2 >+ E\/(Ix — Iy) + 4-ny2
‘ 0,222})’T/ é‘: Imax = 24,57 . 10_4 m4; Imin — 5,35 . 10—4 m4
/1
|

i = /’“jx = 166,5 mm
i= /’“X“ = 77,7 mm

tg 22 = —% > ay = —18,077

Priklad 1 — hlavni centralni kvadratické momenty, elipsa setrvacnosti
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JX3) SLOZENE OBRAZCE

Urcete hlavni centralni kvadratické momenty a vykreslete elipsu
setrvacnosti pro dany slozeny obrazec

V4
| 10
. A
| 1
- 1
| 1
S ]
1
! "
| ]
. "
1= H
; /]
2z A .
L, 100 *
|

Prlifezové charakteristiky slozenych obrazcl — Priklad 2
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JX3) SLOZENE OBRAZCE

O -4 0 4

« A=100-10+10-190 = 2 900 mm?

Sx = ?=1Sxi =Yic1 A yi =

=100-10-5+10-190- 105 = 204 500 mm3
Sy = Xi=1 Sy,
=100-10-50+ 10-190-95 = 230 500 mm?3

_ n
= di=14; - x;

_ S_y _ 230500

* X = 79,483 mm
A 2900
Sy _ 204500

V=T T To0s 70,517 mm

vy
N _
N | g
! Y
| ]
! Y
| /]
sl
S : fzj
| ¥
' Y
| 1
12}
: 4 g
| NN\
| 100
|

10

Priklad 2 — poloha tézisté
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JX3) SLOZENE OBRAZCE

Centralni kvadratické momenty setrvacnosti |

* I, = ?=1(Ixt,i +A; - (y; — Yt)z)

= 1—12100 1034+ 100-10-(5—=70,517)% + 1—1210 1903
+10-190 - (105 — 70,517)? = 12,276 - 10®* mm*

® Iyt = ?=1(Iyt,l' + Ai . (Xl' — Xt)z)

= % 1003 -10+ 100 - 10 - (50 — 79,483)? + % 103 - 190
+10-190 - (95 — 79,483)? = 2,176 - 10°* mm*

¢ Dy, = S0y (Drpyi + Ai - O — 20 - 0 = v0))

=0+4+100-10-(50—-79,483)-(5—-70,517)+ 0

+10-190 - (95 — 79,483) - (105 — 70,517) = 2,948 - 10° mm*

7
I yt*_ 10
T
| ¢
|, 79,483 | 1

o 7

& i lLftz

tLyl _

| 1=~
e f =
: 4] | E
= < . >
., 100 X
|

Priklad 2 — centralni kvadratické momenty
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JX3) SLOZENE OBRAZCE

Mohrova kruznice
* I, = 12,276 - 10° mm*; I, = 2,176 - 10° mm*; D

I+l

* 5= = 7,226 - 10° mm*

2
e p= \/(Ix —1,)" +4D,,°
= 11,695 - 10® mm*

XtYVt

= 2,948 - 10°* mm*

Priklad 2 — Mohrova kruznice

24



I3 SLOZENE OBRAZCE

Hlavni centralni kvadratické momenty a elipsa setrvacnosti

* I, =12,276- 10®* mm*; 1, = 2,176 - 10° mm*; Dy,y, = 2,948 10° mm*

» YVt

Iy ) I
iy, = \/; = 65,062 mm; iy, = /% = 27,392 mm

g \/(1 1) + 4D,

o Ipax = 13,073 - 10 mm%; I, = 1,379 - 106 mm*

o i = /’“jx = 67,141mm
= /"jli“ = 21,806 mm

tg2a, = IZny - ay = —15,137° —

y Imax,min = 11,2 —

200

y~Ix

Priklad 2 — hlavni centralni kvadratické momenty, elipsa setrvacnosti
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