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1 Teoreticky tivod do energetickych principi

Silna formulace

Tento text pojednava o Teseni okrajové ulohy pomoci metody konecnych prvki v jedné
¢i dvou dimenzich. Tti-dimenzionalni iloze se zamérné vyhybame, nebot je zcela ana-
logicka s jedno a dvou-dimenziondlnimi, avsak komplikovanéjsi v zapisu a poctu ne-
znamych. V linedrni statice (pro klasické Boltzmannovo kontinuum) mé okrajova loha
nasledujici proménné: vektor posunu u, tenzor deformace g, tenzor napéti o, vektor
zatizeni uvniti télesa f a vektor zatizeni na povrchu, zde nazyvany povrchova sila,
t, anglicky traction. Tyto proménné, v inzenyrské notaci reprezentované vektory, maji
nasledujici slozky

1D 2D jednotky

u=u u = { Z } m (1a)
€

e=¢ €= { Ey ] (1b)
Pwa
Oz

oc=o0 o=<: o, Pa (1c)
Tay

f=1 f= { i } Nt (1)
y

bt :{Z} Pa (1e)

Nékteré z proménnych jsou zobrazeny na obrazku [I okraj télesa je oznacen I'. Vztah
mezi proménnymi je popsan pomoci tii zakladnich rovnic, zde jsou uvedeny pro jedno-
dimenziondlni téleso — osové naméhany prut — s prafezovou plochou A(zx) (zévislou na
soufadnici ) a dvou-dimenzionalni téleso — sténu — s (proménou) tloustkou t(z,y).

1D 2D
ou
ou gg
e=o- €= ay (2a)
ou  Ov
oy "o
o= FE¢ o=Ce (2b)
Oto, — Otryy,
agf Ar=0 da ol pHtF=0 (2)
oy ox




Obréazek 1: Dvourozmeérné téleso, jeho okraj I' a nékteré z proménnych okrajové tulohy
linearni statiky.

Vztah mezi deformacemi a posuny (rovnice ) se nazyva geometrickd rovnice.
Ve dvou dimenzich se jednd o trojici rovnic. Vztah mezi napétimi a deformacemi (rov-
nice ) se nazyva fyzikdlni rovnice, ve dvou dimenzich se opét jedna o tii provazané
rovnice. Posledni z rovnic se Casto nazyva rovnice rovnovdahy, ve dvou dimenzich se
jednd o dveé rovnice. Pomoci operatorové matice lze rovnice rovnovdhy pro dvé dimenze
prepsat

- 5 ]
"
9" (to)+tf =0 kde 9=1| 0 - (3)
)
L Oy Oz |

Matice C sdruzuje materidlové parametry. Pro izotropni elasticky material definovany
pomoci modulu pruznosti £ a Poissonova soucinitele v vypada nasledovné

C —

0
0 pro rovinnou napjatost (4)

1—v v 0

C = v 1—-v 0 ro rovinnou deformaci 5
(1+v)(1-2v) 0 0 1= P ©)
2

Geometrické rovnice i rovnice rovnovahy lze velmi snadno ziskat z jednoduchych ob-
razkl, pro dvé dimenze je to provedeno na obrazku 2l Pro geometrické rovnice staci
zapsat pomérné protazeni a celkové zkoseni elementu, pro rovnice rovnovahy pak pod-
minky rovnovihy sil ve sméru x a y (momentova podminka rovnovahy poskytuje sy-
metrii 7., = 7). V limitnim pfechodu dz — 0 a dy — 0 ziskdme préve rovnice
a . Podobné rovnice je mozné odvodit napt. pro ohybany prut (ptiklad i
desku.
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Obrazek 2: K odvozeni zakladnich rovnic ve dvou dimenzich: vlevo geometrické rov-
nice, vpravo rovnice rovnovahy. K odvozeni zkoseni je potfeba uvazovat malé thly, kde

tan (ny) R Vay

Zmame-li zatizeni, modul pruznosti a Poissontiv soucinitel, mame ve dvou dimenzich
celkem 8 nezndmych proménnych pro kazdy materidlovy bod a také celkem 8 rovnic,
v jedné dimenzi jsou to pak 3 nezndmé a 3 zédkladni rovnice. K feseni potiebujeme znat
jesté okrajové podminky. Ty jsou definovany na okraji (povrchu) télesa, I', (v 1D tedy
pouze ve dvou bodech, ve 2D na uzaviené rovinné kiivce) a rozlisujeme zde okrajové
podminky dvojiho druhu:

e statické - jsou zndmy slozky vektoru povrchové sily télesa (vnéjsi zatizeni), ¢,
jejichz vztah k tenzorovému napéti uvnitt materialu u okraje je nasledujici

ng 0
(ID) no=t" (2D) NTo=t"" kdeN =] 0 n, na I (6)
Ny Ny

kde n = { Ng Ty }, pripadné n = £1 v 1D, je normala smérujici ven z télesa,

e kinematické - jsou znamy slozky vektoru posunu na povrchu télesa, u'

(1D) w=u"" (2D) w=wu"" nal, (7)

Ve vice nez jedné dimenzi je samoziejmé mozné definovat v jednom bodé v nékterém
sméru kinematickou a v jiném statickou podminku, tedy zde bychom spravné meéli
rozliSovat okraje I'y,, I'py, Tz, Tuy. I'yz sjednoceno s Iy, musi tvorit cely okraj I
(I'y, ULy, =T) a zéroven tyto dva okraje nemaji zadny prinik (I'y, N T, = 0), totéz
pak plati pro druhy smér (I'p, UT,,, = T" a soucasné I'y, N Ty, = ). Pro jednoduchost
zde vsSak zapisujeme pouze symboly I'; a T',,.

Podminky kompatibility

Ve dvou dimenzich mame t7i slozky deformace, které zavisi pouze na dvou slozkach po-
sunu. Zrejmé tedy nemohou byt deformacni slozky nezavislé. Jejich vzdjemna zavislost
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je popsana pomoci podminek kompatibility. Uvazujme nésledujici derivace

0%c, Pu d%e, v O* Yy Pu v

oy Ox0y? ox2  Oydx? dxdy  dydxdy * 0x20y

Diky nezavislosti derivaci na poradi (Schwarzova véta) musi tedy platit rovnost

e, Pey Py ®)
o2 0z Ox0y

Pravé popsana formulace okrajové tlohy se nazyva silnd formulace.

Slaba formulace

Jednorozmérny pripad

Zacnéme nejprve jednorozmérnou variantou. Uvazujme zcela libovolné, tzv. virtualni
posuny u, které jsou vsak nulové na okraji, kde je definovana kinematickd okrajova
podminka, tedy na I',. Rovnice rovnovahy je mozné témito virtualnimi posuny vyna-
sobit.

u(agl;r—i-Af):O 9)

a integrovat po délce télesa [

_[(0Ao _ [ 0Ac
/u<%+Af> dl:l/u<8x+Af> da =0 (10)

l

Tato rovnice je zcela ekvivalentni silné formulaci z rovnice (2c)), nebot diky libovolnosti
funkce u musi byt vyraz v zavorce nulovy v kazdém bodé télesa.
Nyni vyuzijeme slozenou derivaci (fetizkové pravidlo)

OuAoc Ou _0Ac

kterou dosadime do rovnice ([10]) a rozdélime integral na t¥i ¢asti

OuAo  Ou _ 0Auc ou _
/l B —&EAU+UAf] dx—l 5 dx—l/arAde—Fl/Aufdx—O

Podle zakladni véty integralniho poctu lze prvni z integrali zapsat pomoci okrajovych
hodnot

/3151;10 de = [Aﬂa]é = (Auo),— — (Auo),—o (12)



V druhém integralu vystupuje derivace virtualnich posunt, coz je podle geometrické
rovnice (2a)) virtualni deformace £. Po tpravach ziskavame

/ Agoda = / AGf Az + (Ao ) st — (Alio)ao
l l

Body x = 0 a x = [ tvori okraj télesa, v kazdém z bodi musi tedy byt definovana budto
kinematicka nebo staticka okrajova podminka. Protoze jsme uvazovali pouze virtualni
funkce nulové na I',,, bude tam souc¢in uAc nulovy. V bodech, kde je definovana staticka
okrajova podminka, pak pouzijeme rovnici @ Pro x = 0 je norméla n = —1 a pro
x = [ pak n = +1. Pro oba pripady by tedy oba koncové ¢leny byly + (Aﬂtrt>xer .
Po dosazeni ziskame slabou formulaci problému pro neznamé posuny u t

zely

/ Acodx = / Aufdx + (Aﬂtrt) pro libovolné « splnujici u = 0 na I',
1 1

(13)

Ve slabé formulaci jsou pfimo zahrnuty statické okrajové podminky (rovnice @) a také
zakladni rovnice a . Fyzikalni rovnici je mozné explicitné vlozit zameénou
napéti za funkei deformace (0 = Fe). Déle s vyuzitim geometrické rovnice zdménou
deformace za funkci hledanych posunt (o = F g—g). Neni zajisténo pouze splnéni kine-
matickych okrajovych podminek. Toho docilime snadno tak, ze hledanou funkci posunu
budeme volit pouze takovou, ktera kinematické okrajové podminky splnuje.

Obréacenym postupem lze odvodit silnou formulaci ze slabé. Slaba a silna formulace
jsou tedy zcela ekvivalentni.

Dvourozmérny pripad

Obdobné mizeme postupovat ve vice dimenzich. Pro dvé dimenze uvazujme zcela li-

_ _ _T , . . , .. .
bovolné virtualni posuny u = { u v } , které jsou opét nulové na okraji, kde je
definovana kinematicka okrajova podminka, tedy na I',. Rovnice rovnovahy témito
virtudlnimi posuny vynasobime zleva a integrujeme pres plochu dvourozmérného té-

lesa S
/ a’ (8" (to) +1f) dS =0 (14)
S

Libovolnost funkce uw opét zajistuje ekvivalenci s podminkou rovnovahy.

Zapsat nasledujici operace v inzenyrské notaci je pomérné tézkopadné, peclivému
¢tenari doporucuji veskeré maticové souciny rozepsat, aby plné pochopil smysl provadé-
nych operaci. Zacnéme nejprve nasledujici derivaci slozeného vektoru, tzv. divergence

diV ([ to—:c t’rxy ‘| ﬂ) — le ({ ’l]tO’I + 6757—;53/ }> — a (ato-x + 'l_}tTCCy> + a (1_)t0'y + ﬂthy)

tTyy  toy UtTyy + Vtoy or 0y
87th n _Oto, n (%t n _OtTyy n 817t n _Otoy, n &lt N _OtTyy,
=5 W0z TU ATy TV o toy + v Ty +u
ox ox or ™ ox oy Y dy oy dy

=te'o +u’d"(to)



Vyuzili jsme zde opét geometrickych rovnic, které umoznuji zaménit derivace virtual-
nich posuni za virtualni deformace. Vysledek dosadime do rovnice (14)) a opét rozdélime
integral na tTi ¢asti

toy tThy | - T _T _
/d (l wy]u> dS—S/ta adS+S/tu F£dS=0 (15)

Nyni pouzijeme vétu o divergenci (Gaussovu), kterd je ve dvou dimenzich znadma
jako Greenova véta (a v jedné dimenzi jako zékladni véty integralniho poctu).

T
/dvq to ”’fy] ) s = /([ to, t”?f}a) { M }dr:/taTNTadr
[Ty Ny J

kde treti vyraz ziskame pouhou reorganizaci slozek druhého vyrazu.
Déle si stac¢i uvédomit, ze w je nulové na I, a s vyuzitim statické okrajové podminky
(rovnice [6)) ziskdme

/ tal N o dl = / talt AT,

Dosazenim do (15| ziskdme slabou formulaci pro dvourozmérnou ulohu.

/te odS = /tqu dsS + /tuTtFt dI'y pro libovolné u spliujici w = 0 na I',,
I

(16)

Opét mame zahrnuty vsechny zékladni rovnice (pokud si pod symbolem o predstavime
fyzikalni rovnice) a také statické okrajové podminky. Kinematické okrajové podminky
zajistime hledanim feseni w pouze v mnoziné funkci, splnujicich tyto kinematické pod-
minky. Obraceny postup opét vede k silné formulaci a obé formulace jsou tedy ekviva-
lentni.

Energetické principy

Potencialni energie vnitinich sil je zapornd prace, kterou koné napéti v télese na od-
povidajicich deformacich (napéti kond zapornou praci, protoze deformacim vzdoruje).
Hustota deformacni energie W vyjadiuje nashromazdénou energii vnitinich sil v kaz-
dém bodé télesa. Lze tedy psat (viz. Obr.

(1D) I, = /de /AWd:c—/A / e)de| dz (17a)
(2D) II = /de /ths / / de+/ay de+7y7xy de| ds
’ (17b)



Tloustka télesa je zde oznacena t, prifezova plocha jednorozmérného télesa A a plocha
dvourozmérného télesa S. VeliCina e je pouze pomocna proménna pri integraci, majici
vyznam postupné nartstajici deformace, na které zavisi napéti.

Za predpokladu linearni zavislosti mezi napétim a deformaci lze uvedené integraly
vypocist

(1D) /a(e) de = /E'e de = [EGQT = ;E&Q = ;50

Yy

f 1 1
/ de+/0y de+/7xy ] :Z/Cede:§€TC€:§aTa
0

a rovnice tak zapiSeme

1 1 1
(1D) IL = 5/1450 dez  (2D) I = 5/ €204 + EyOy + VayTay] AS = 5 /tsTa ds
! s 5
(18)

S deformaci télesa kond préaci také zatizeni na posunech w. Potencidlni energie
zatizeni klesé, a je to tedy zaporné vzatd prace zatizeni. Sily uvniti télesa (f) a na
jeho povrchu (t) maji po deformaci potencialni energii

(1D) I, = — / Aufdz — (Aut)eer  (2D) I = — / tul fdS — / tuTtdl (19)
l S T

Viimnéme si, ze praci konaji nejen napéti na okraji télesa t't predepsané statickou
okrajovou podminkou, ale také napéti na okraji I', na posunech predepsanych kinema-
tickou okrajovou podminkou.

Tento velmi formalni zapis lze osvétlit na prikladu prutu zatizeného silou F', mo-
mentem M a spojitym zatizenim q. Kazda z téchto slozek kond praci na odpovidajicim
posunu (u) ¢i rotaci (¢)

b
.= —Fu— Mo — /q(a:)u(x) dx (20)
a
( )A
o'y . Oxl\€E
- . ERREER) LY, ay(e)
O-:EE Eam d@/ Yoy Twy(e)
dr e,dx eydy Tey 4
I e
Oy Egx €y
Vzy

Obrazek 3: Potencialni energie vnitinich sil



Moment a pootoceni v klasické teorii pruznosti kontinua nevystupuje, priklad tedy
zaroven ukazuje, jak lze potencidlni energii vnéjsich sil vypocist v teorii prutovych
konstrukei.

Nyni jsme jiz pripraveni formulovat zakladni energeticky princip, ktery rika, ze
potencialni energie systému, kterd se sklada z potencidlni energie vnittnich i vnéjsich
sil, je vzdy minimalni.

‘ II = I, + II, je minim&lni (21)

Matematicky je minimum (ale i maximum) vyjadfeno podminkou, ze derivace je nu-
lovd. Nemame ovsem zatim zadné proménné, podle kterych lze derivovat. Podminku
minima tedy sestavime tak, ze jakakoliv mald zména posunu nesmi vyvolat zadnou
zménu potencidlni energie. Této zméné rikdme variace, z toho pak wariacni princip.
Také se nejedna o zménu skutecénou, kterda by se doopravdy realizovala, ale je pouze
virtudlni. Uvazujme tedy skutecny deformovany stav s posuny w a dale velmi malou,
virtualni zménu posunt, du. Tato zména muze byt zcela libovolna, ale musi respekto-
vat kinematické okrajové podminky, tedy u + du = u'* na I',. Z toho tedy vyplyva,
ze 0u = 0 na I';,. Podivejme se nyni, jak se zméni celkova potencialni energie télesa.
Protoze zména posunu je velmi mala, budeme uvazovat, ze napjatost v télese se nijak
nezméni. Zacnéme variaci potencidlni energii vnitinich sil podle rovnice (17))

e+de

/ eade] dm:/A(Ssadx (22a)
!

&€

(1D) 61712‘//6WdV:l/A

ext0es eytdey Yey+0vay
(2D) o1 = /5W dV = /t / eo, de + / eo,de + / ety de| dS
1% S Ex Ey Yzy
= /t [0e4 04 + 0ey 0y + 0Yay Tay] AS = /t(5€T0' ds (22b)
s 5

Stejné tak je mozné zapsat zménu (variaci) potencialni energie vnéjsich sil

(1D) 61l = — / Afu fdz — (Adut™) (23a)
l
(2D) 61 = — / toul f£dS — / toul £ AT, (23b)
S Ft
ALH
11+ 0
ou
5. 0 =0
» U

Obrazek 4: Variace potencialni energie.



Zde je zasadni, Zze zména energie se na okraji odehrava pouze na mistech se statickymi
okrajovymi podminkami, protoze virtualni posuny jsou nulové tam, kde je predepsana
kinematicka okrajova podminka.

Nyni staci variaci celkové energie polozit rovnu nule (obrazek .

| 00 =0IE+610.=0 | (24)

coz lze rozepsat takto

el

(1D) /A5eadx = /Aéu fdx+ (Aéu trt)x V éu nulové na I, (25a)
! l

(2D) / toeTor dS = / toul fdS + / touTt™ AT, ¥ 6w nulovéna T, | (25b)
S S T

Porovname-li tyto rovnice s rovnicemi a , zjistime, zZe jsou zcela shodné
zaménime-li u za du (pripadné u za du). Ziskali jsme slabou formulaci okrajové tlohy.
Zpétné lze samozrejme identifikovat jednotlivé ¢leny rovnic jako variace energie a dojit
tak k ekvivalenci energetickych principti, varia¢nich principt a slabé i silné formulace.
Rovnice a tedy i a jsou v literatufe Gasto nazyvany princip virtudlnich
praci.

Kterou z formulaci zvolime pro feSeni problému je zcela na nas. Vsechny poskytuji
stejné Teseni. Prvni ¢ast prikladi v tomto textu je fesena energeticky, primo pomoci
rovnice . Poté je Teseni provadéno pomoci metody konecénych prvki, kterd vychazi
ze slabé formulace (principu virtudlnich praci), tedy rovnic .

Variacnich principti, a tedy i slabych formulaci, je cela fada. Zde se budeme vénovat
pouze deformac¢nimu varia¢nimu principu, zvanému téz Lagrangetv, ktery zde byl pre-
zentovan. 7 ostatnich zminme alespon Castigliantiv silovy princip, vedouci na silovou
metodu a na dualni MKP formulaci. Misto virtualnich posunu se voli virtualni napéti
a sestavuje se dopliikova (komplementérni) potencidlni energie. Pro zajimavost je to

provedeno v prikladu [4.2] na strané 28

Pouziti uvedenych formulaci k reseni tloh statiky

Minimum potencialni energie

Uvazujme aproximaci skutecnych posuni (@) po délce ¢i plose télesa v zavislosti na
neznamych parametrech deformacniho stavu 4

ﬁ:{ao a; az ... by by by }T

Casto se pro jednoduchost uvazuji polynomy, napf.

N 9 ~
(ID) wu(a) =ap+ a1x +asx®+... (2D) wu(w) bo -+ by + by + bazy + . .

(26)

{ ag + a1x + a2y + azxy + . .. }
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ale mizeme pouzit témér jakékoliv funkce. Nutné ovsem je, aby tyto funkce splnovaly
kinematické okrajové podminky pro jakékoliv zvolené parametry.

Mame-li aproximaci posunil, mizeme sestavit potencialni energii systému a hledat
jejl minimum — rovnice , tedy polozit derivaci potencialni energie podle parametrii
deformacniho stavu a; a b; rovnu nule. Ziskame systém tolika rovnic, kolik deformacnich
parametru pouzijeme. Tyto rovnice budou linearni, pokud bude v téchto parametrech
linearni i zvolend aproximace posunu a zaroven bude linearni fyzikalni rovnice. Popsany
postup se v literature nazyva Ritzova metoda.

Ziskané reseni bude presné (splnujici silnou formulaci) pouze tehdy, obsahuje-li toto
feseni nami zvolend aproximace. Ovérit to mtizeme pravé dosazenim do rovnice rovno-
vahy . Ve vsech ostatnich pripadech ziskame feseni spliujici podminky rovnovahy
pouze ve slabém (integralnim) smyslu, silnd formulace nebude splnéna presné. Jak je to
mozné, kdyz jsme tvrdili, ze formulace jsou zcela ekvivalentni? Nenasli jsme totiz sku-
tecné minimum, pouze minimum v nami zvoleném podprostoru popsaném aproximacni
funkei posunu.

Tento piistup je dusledné aplikovan v kapitoldch 25l V posledni z téchto kapitol je
ukdzana tézkopadnost tohoto pfistupu na dvourozmérné konstrukei. Od kapitoly [6] je
tedy Teseni zalozeno na slabé formulaci. Jeji vyhodou je to, ze fada krokt, které musime
provést pri formulaci pres potencialni energie, je jiz provedena predem a vlastné staci
pouze dosadit do rovnic ([25)).

Princip virtualnich praci — slaba formulace

Opét zvolme libovolnou aproximaci posunu zavislou na neznamych parametrech de-
formacniho stavu u, ktera ovsem splnuje kinematické okrajové podminky. Pro jedno-
duchost uvazujme pouze funkce linearni v téchto parametrech. Mizeme pak definovat
matice B a H zavislé na poloze (z, y, z) které umozni vypocist posuny a deformace

u=Hu e =DB1 (27)

Napriklad pro aproximacni funkce vypadaji tyto souciny néasledovné (matice B
vychézi z rovnice (2a)))

Qg Qo
AN 9 aq AN aq
(D) w@={1z 2> ...} o e(@)={0 1 20 ...} o
H B
T
(QD) u = { apg ap ao as bo b1 bQ bg }
Ay (1 2 y ay 00 0 O N
u(d) = 100 0 0 1z y xy ]
H
[0 1 0 y .00 0 0 .
e(t)=10 0 0 O .00 1 z . U
1001 = .01 0 vy .
B
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V pripadé nehomogennich kinematickych okrajovych podminek (u'“ # 0) je vyhodné
rozdeélit aproximaci do dvou slozek ve stejném tvaru, do parametrizované homogenni
slozky, ktera je nulova na Iy, a konstantni slozky U, ktera splnuje kinematické okra-
jové podminky. Konstantnosti se mysli nezavislost na deformacnich parametrech, U je
samoziejmé zavislé na poloze.
u = Hu + U e =Bu+0U (28)
—~~ ~~
nulové na 1, konstantni
Virtualni posuny uvazujeme pomoci stejné aproximace, ovSem uvazujeme parame-
try deformacniho stavu du takové, aby byly virtudlni posuny nulové tam, kde jsou
zadany kinematické okrajové podminky. Tedy neuvazujeme jiz konstantni ¢len.

Su = Hoi je = Boi (29)

Dosazenim do rovnice (25)) ziskdvame (jiz pouze pro 2D, nebot rovnice pro 1D je témér
identicka)

/ 166" B'C (B + 8U) dS — / t5aTHT £ dS + / tsa” HT¢" dT;
S S Iy

Jelikoz 04 1 @ jsou konstantni vektory parametri deformac¢niho stavu, je mozné je
vytknout pred integral

sal [ / tB"CB dS
S

a+ oaT {/tBTCBU dS} — saT /tHTf s + /tHTtFt dr;
S S Iy
(30)

Celou rovnici mizeme ,vydélit® da? diky tomu, Ze musi platit pro libovolné da’ a
dostavame

U

T
L/tB CBdS

/tHdes+/tHTtFt de—/tBTCBUdS (31)
S T S

K R

Dostali jsme bézné pouzivanou definici matice tuhosti K a vektoru pravé strany R.
Pokud by tloust’ka ¢i prifez byly konstantni, je samoziejmé mozné je umistit pred
integraly.

Konstantni ¢len aproximace U se vétsinou voli ve stejné formé jako proménny ho-
mogenni ¢len, ziskame tak stejny vyraz jen zavisly na konstantnim vektoru parametri
deformac¢niho stavu 4, a matici Hr,, ptipadné Br,

U - Hruﬁru 8U - Bpu’alpu
Posledni ¢len rovnice tak prejde na vyraz

/ tBTCOU dS = / tBTCBr, dSar, = Kr. ar,
S S
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Jelikoz vektor @r, mize mit (a vétSinou i md) jiny pocet prvku nez vektor @, matice
K, nemusi byt ¢tvercova. V pripadé, ze je ¢tvercova, nemusi byt symetricka, pokud
neplati Br, = B. Prozatim maji vsechny pripravené priklady homogenni kinematické
okrajové podminky, a tak tento konstantni ¢len neni viibec potieba. Priklad s jeho
vyuzitim je v priprave.

Ziskali jsme linearni systém Ku = R, totozny s tim, jaky bychom dostali v pri-
padé minimalizace potencialni energie, nebot tyto metody jsou ekvivalentni. Diky volbé
stejné parametrizované funkce pro virtualni i skutecné posuny dostavame symetrii
BT C B, symetrickd je tak i matice tuhosti K. Opét mame pouze aproximativni fe-
seni, které nemusi v kazdém bodé splnovat silnou formulaci, a tedy rovnice rovnovahy.
Ty budou splnény pouze v pripadé, ze zvolené aproximacni funkce budou obsahovat i
presné Teseni.

Omerzili jsme se totiz rovnici pouze na podprostor virtualnich posunti, ackoliv
slaba formulace spravné uvazuje vsechny mozné. Pokud zvolime virtualni posuny z to-
hoto podprostoru, slaba formulace bude splnéna, ovsem pokud zvolime virtualni posuny
mimo tento podprostor, pak nemusime splnit ani slabou formulaci, tedy rovnovahu v
integralnim smyslu. To je ukazano v prikladu |3.1}

Popsany postup se v literature nazyva Galerkinova metoda. V metodé konecnych
prvki budeme vyuzivat Galerkinovu metodu ve spojeni se specialnimi aproximac¢nimi
funkcemi definovanymi po ¢astech na omezeném objemu. Tim se zbavime hlavni nevy-
hody Galerkinovy i Ritzovy metody, kterou je velmi komplikovana volba aproximacnich

vvvvvv

nodussich integrala pres omezené objemy, tzv. konecné prvky.

Podminky kladené na aproximativni reseni a testovaci funkce

Aby slaba formulace nebo energeticky varia¢ni princip mély smysl, musi uvedené in-
tegraly existovat. Je tedy pozadovano, aby aproximace skutecnych posunt i virtualni
posuny mély integrovatelné ¢tverce derivaci. Bézné se vSak pouzivaji funkce, které maji
po Céstech spojité derivace, tedy funkce spojité, které mohou obsahovat zlomy (tak-
zvané C° funkce). To je dokonce silngj$i podminka implikujici integrovatelnost.

13



2 Energetické principy 1
Priklad 2.1 Urcete vodorovny posun u konstrukce na Obr. [5] pomoci minimalizace jeji

potencidlni energie. UvaZujte konstantni plochy A; = 0.5m* a Ay = 0.25m?, modul
pruznosti £ = 30 GPa a délky Iy = 5m a ly = 10 m. ZatéZovaci sila je F' = 3 MN.

Reseni Diky konstantnimu prifezu je na obou prutech posun linedrni, zfejmé tedy
staci volit linedrni aproximacni funkce pro posun.

mr+ay <l
u(z) =
bl.%' + bo T Z ll

Potrebujeme zajistit splnéni kinematickych okrajovych podminek

u(@0)=0 = a =0
u(h + l2> =0 = b= —b1<l1 + lg)

Maéame tedy jen jednu neznamou, a;. Jevi se rozumné za neznamou zvolit pfimo posun
)

pod osamélou silou, v misté napojeni prutii. Oznacme jej tedy a a pak musi platit:

a; = a/l;. Aproximacni funkce je

u(z) = ﬁx T <l
At -2 2>

Deformace je derivace posunti
— T <l

x - lel

Oznacéme si deformace na jednotlivych prutech symboly ¢; a 5. Napéti vznika pouze
normalové, také vsude konstantni, zavislé na deformaci e

o(e) = Fe
1 E» 2 \ N1|:|F Ny
& ......... {> ......... {>
51 a lo R G

Obrézek 5: Konstrukee z piikladu [2.1]
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Celkova potencialni energie vnitinich sil je tak

T = // dedV1+// )dedV = All/Eede+A212/Eede

Ee*|™ Ee?]® E E A A
= Aily = + Aaly == = Al El + Aglo—= 2 = Fd? (1 + 2)
2 Jo 2 ], 2 o, ' 2,

Pro potencidlni energii vnéjsich sil plati

Il.=—Fa
a celkova potencidlni energie systému je
A Ay
I=1I+1.=E 2( >—F
+ a o, + o, a

s jedinou deformacni proménnou a. Podminka minima potencialni energie dava
oll A A
— =0 = Ea( 1+2>—F:0
da Ll

F B 3-10°

B (4 42) 300109 (92 4 02

= q= = 0.8 mm
)

Normalové sily v prutech jsou
AEa  30-10°-05-8-107*

N1 :A10'1 :A1E81 = I = 5 = 2.4MN
1
. 9 . . . _4
N2:_A2ZE“:_30 10 0.1%5 8107 N
2

Spravnost vysledku lze zkontrolovat rovnovahou ve volném styc¢niku
> F,=-Ni+No+F=-24-06+3=0
nebo pifmo dosazenim do silné formulace [2d). i

Priklad 2.2 Vykreslete krivku potencidlni energie systému v zdvislosti na parametru a
z prikladu[2.1]
Reseni Celkova potencialni energie vnitinich sil je
A A 1
I=FE 2( ) —F :30-109<
“\a, Ta) T 20
To lze zapsat také jako

1= [1875(a — 8-107")? = 1.2-107%] - 10°

1
+ 80) a’> —3-10% = (1875a2 — 3a) 106

Jedna se tedy o parabolu s vrcholem v bodé [8-107*m, —1.2kJ]. Pro a = 0 a stejné
tak @ = 1.6- 107* dostdvame II(a = 0) = 0J. Vysledkem je tedy obrézek [f| Uvédomme
si také, ze poloha minima na ose a se nezméni, budeme-li parabolu posouvat nahoru ¢i
dolti, tedy pricitat k potencialni energii vnitinich ¢i vnéjsich sil libovolnou konstantu,
a tedy definovat jinak nulovou hodnotu potencialni energie. |

15



12 KT N

Obréazek 6: Potencidln{ energie konstrukece z prikladu 2.1}

Priklad 2.3 Urcete vodorovny a svisly posun konstrukce na Obr. [ pomoci minimali-
zace jeji potencidlni energie. Uvazujte konstantni plochu A a modul pruznosti E.

Reseni Oznacme si posun na konci konzoly a a b. Prace, kterou vykona sila F' je rovna
Fb, potencidlni energie vnéjsich sil je tak rovna

II, = —Fb

Jelikoz se jedné o ptrihradovou konstrukci, vnitini sily v prutech jsou pouze normalové
sily N. V prutech vznikd deformace € pouze v ose prutu, a je konstantni po celé délce
i prafezu prutu. Napéti, které vyvola, je pak o = Fe a celkova potencialni energie

4 i 4
Z// ydedV, = ZEAZS

Zvolme linearni pole posunti na vSech prutech. Nemusime ho explicitné zapsat, staci
pomoci uzlovych posuni (parametri deformac¢niho stavu) vypocist jednotlivé derivace
(deformace)

a cos p; + bsiny;

g, =

Obréazek 7: Konstrukce z piikladu [2.3]
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a tedy

acos0+bsin0 «

51 = = —

c c
o acos(m/4) + bsin(w/4) g(a—l—b) _a+b
2 V2 + 2 /2 2
. acos(m/2) + bsin(w/2) b
y = 2

cC C
o acos(5m/4) + bsin(5m/4) _T‘/i(a+b) _a+b
4= /2 1 2 w2 2

Po dosazeni dostavame vztah pro celkovou potencialni energii vnitinich sil

<Z>QC+<a+b> \/—C+< ) C+< a+b> Ve
:EA@f+4w+v@@ﬁ+aw+4w):EAR2+¢®ml+wy+m@w}
2 4 4c

EA
===
2

Celkova potencialni energie soustavy je tak rovna

EAK2+¢®m%+wy+mﬁw]_

I=1I5+1, =

4c
Aby byla energie minimélni, musi platit
oll oll
— =0 — =0
da a 0b

CcO%Z Vede na soustavu rovnic
o BA|2+V2)a+ v2b) , on EA[(2+v2)b+ v2d]
da 2c N b 2c

Soustavu lze také zapsat maticové

AL -

K o R

Prvni matice se jmenuje matice tuhosti (K), vektory jsou nejprve vektor neznamych
parametri deformacniho stavu (@) a poté zatézovaci vektor R. Tento postup se Casto
v literature oznacuje jako deformacni metoda.

Uprava rovnic je néasledujici

(2+V2)a+v2b=0 @+Vﬁw+wﬁa—éj¥:0
2cF
—(1+v2)a  —(4+2V2)a= o

17



a TeSenim je

cF (14+V2)cF  cF

(24+V2)EA (24 V2)EA  V2EA

Vnitini sily jsou nasledujici

N = EAe = —EAY— I goo3F
c 24+ 2
b oF F
N, — ey — pASTY _ _V2E — 0.207F
2 22++v2) 2+2V2
b F
N3 = EA€3 =FA-=—=0.707TF
c V2
b F
Ny= EAey = —EA“ T2 _ — _0.207F
2 2+ 22

Vysledek je mozno zkontrolovat napriklad kontrolou rovnovahy ve stredovém uzlu

4 1 F 2F
F,=—)» N;cosp;=—N;-1—(Ny—Ny)—= — N3-0= — =
2 2 Nicosipi = =Ni-1= (N2 = No) 75 = Na - 0 = o5 = 5o
ZF—F—iNsmgp.—F—N.0—(N—N)L—N.1—F+ U —;
z pat i % 1 2 4\/§ 3 2+\/§ \/§
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3 Energetické principy II

Priklad 3.1 Konstrukce s proménngm prirezem na obrdzku[§ je zatiZena vlastni tihou.
Vypoctéte posuny, normdalovou silu a reakce na konstrukci. Uvazujte konstantni tloustku

t = 0.25m, modul pruZnosti E = 20 GPa a mérnou tihu v = 25 kN/m?3, linedrni zménu
sirky od hy, = 0.5m po hy =0.2m a délku l = 6 m.

Reseni Opét budeme volit deformaéni proménné. V tomto piipadé jiz ale evidentnd

nemame konstantni deformace a tedy linearni funkci posunt, ale musime uvazovat
komplikovanéjsi polynom, napriklad tretiho stupné.

u(z) = azz® + apr® + a1 + ag

Aproximacni funkce posunu ale musi splinovat kinematické okrajové podminky, coz
tento polynom prozatim nesplnuje. Kinematické podminky jsou

u(0)=0 =

CLOZO
u(l)=0 =

asP+alP4+al=0 =

a] = —a3l2 — CLQl
Po dosazeni mame findlni aproximacni funkci

u(r) = azr® + apr® — azzl® — asxl = az(2® — 2l?) + az(2* — zl)
Budeme potiebovat jeji derivace podle as a as
du(x) 3 2 Ou(z) 9
8a3 (.CL' & ) aa2 (.T z )

a také deformace a jejich derivace

e(z) = 81(;5:) = a3(32® — 1) + ap(20 — 1) agc(i) =322 — 2 a;éj) =9 —

Obréazek 8: Konstrukce z prikladu [3.1]
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Dale si vypocteme zatizeni. Sfika prifezu je linedrn{ funkce
h(z) = hy + x(hy — hy) /1
Na kazdy bod stiednice pisobi sila ¢(z) = yth(x) a tedy

hy — hq
(@) = th(x) = 3t  ha+ 2" ) = yi(ha + )
kde jsme si oznacili A’ = (hy, — h,)/l = —1/20.
Nyni potfebujeme vypocist derivaci potencialni energie vnitinich a vnéjsich sil podle
parametri az a as.

o(~fatontaras) l
gf; _ 0 aa3 = _b/q(x)aaig) dr = —'yto/(ha + hII) (ZL‘S —IZQ) dr

200" 1*h,
15 4

!
=t / —2*h — 2Phg + W 1P + xh 2 da = 4t ( ) = 6.885 - 10° Jm?

0lII, B / 8u ()

6&2

“h Bh
:—yt/ (ha —i—hx)(x —:L‘l) dx-yt(m +6a>

= 0.7875 - 105 Jm

Potencialni energii tedy dokonce nemusime piimo pocitat, staci vypocist pouze jeji
derivace podle neznamych parametri deformacniho stavu.

I !
O [th(x)o(x)e(x)dax 0% [th(x)Ee(z)?dx !
oIl 0 _ %0 _
= o — o —tE O/ h(w)e(@)

Oe(x)
8a3

dz

o~

= / he + W) (3x2 — 1) + ay(2x — l)) (3x2 — l2> dx

5K 4l5h, 170 1*h,

= a3tk + +agtE | ——— + =9.72-10"%2a3 + 1.0692 - 10*2a,
2 5 60 2

1S

Ol1 = tE/h(:L')a(x)a (z)

8&2 aaQ

170 1*h, “n Bh,
= a3tk < 0 5 ) + astE ( s 3 > = 1.0692 - 10"2a3 + 0.126 - 10*2a,

do = tE/ (he + 1) (a3(3x2 —I?) + ax(27 — l)) (2x —1) dz

Ziskali jsme opét soustavu rovnic pro neznamé parametry deformacniho stavu az a as.

oir ol 0ll,
das  Oas + das
olr oI, Oll,
day  Oasy + Oas

=9.72-10"2a3 + 1.07 - 10*%ay + 6.885 - 10° = 0

=1.07-10"2%a3 + 0.126 - 10*2a5 + 0.7875 - 10° = 0
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coz lze zapsat maticové takto
9.72 1.07 a —6.885
12 30— .10°
10 [ 1.07 0.126 ] { o } { —0.7875 } 10
jejimz feSenim je az = —3.1295-10%m~2 a ay = —35.944 - 10~8m~!. T¥eti konstanta

aproximacniho polynomu je a; = —asl® — asl = 328.326 - 1078, Dosazenim ziskavdme
rovnici udavajici posun v kazdém bodé

u(r) = (—3.1295:5’ — 35.9442% + 328.3263:) -107*m

Vnitini silu NV ziskame jednoduse jako

N(z) = A(z)o(x) = th(z)Ee(x) = th(x)Eag(;) =tFE (hy + h'z) <3a3x2 + 2asx + a1>

= 23.472% — 54.992% — 2618.03z + 8208.15 N

Reakce v hornim bodé je podle rovnice (6) R, = n(0)o(0)A(0) = —N(0) = —8.208kN,
ve spodnim bodé pak R, = n(6)c(6)A(6) = N(6) = —4.410kN, celkem tedy R,+ R, =
12.62 kN. Celkova tiha sloupu je vsak

I I
h'1?
/th(m)fy do = t”y/ha + h'rwdr =ty (hal - 2) = 13.125kN
0 0

Vypoctené krivky jsou zobrazeny na Obr. . Reseni neni pfesné, chyba je zptisobena
nedostatecnou volbou aproximac¢niho polynomu. Zptesnéni je mozné pridanim vyssich
¢lent do aproximace posunu.
Pro ovéreni vysledku dosadme ziskané feseni do rovnice rovnovahy
agw—l—Af—%N+A7—3 23.472% — 2 549993—261803+i(; ;)) 25 - 10°
= 70.412° — 422.52 + 507.0 # 0

Rovnice rovnovahy sice neni splnéna v kazdém bodé. Je splnéna ve slabém smyslu, ale
pouze pro nékteré virtualni posuny. Mohli bychom to demonstrovat primo pomoci slabé
formulace. Pro nazornost vsak pouzijeme ekvivalentni zapis . Nejprve si ukazeme,
7e pro nékteré virtualni posuny z tifdy funkci C?, které jsou nulové na I, (zde v bodech
x =0 a x =1), tato rovnice neplati. Zvolme napiiklad

L r<l/2
=" x>1/2

a dosadme do pravé ¢asti rovnice ((10))
F (04 " loa 9A
/u 70—1—14]” dx:/x 70+Af dx—l—/l—x 7 + Af | dx
Oz Oz Or
0 0 1/2
= —95.06 — 855.52 = —950.58 J
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Nemame tedy splnénou rovnovahu v integralnim, slabém smyslu. Divodem je to, ze
volbou aproximace posunu a konstrukei potencidlni energie jsme se omezili pouze na ty
virtualni posuny, které maji stejny funkéni tvar jako aproximace skutecného posunu.
Zkusme tedy ovérit, ze pro polynom

u = az(z® — xl?) + ay(2® — xl)

s libovolnymi koeficienty as a as slabou rovnovahu opravdu ziskdme.

l

I
/ﬂ <8(;4; + Af) de = / (&3(m3 — 2l®) + ay(2® — xl)) (70.41x2 — 4225z + 507.0) dx
0 0

:O&3+OEL2:O va;g,&g

Pozorného c¢tenare, ktery si uvedeny integral vypocita sam, upozornujeme, ze z du-
vodu zaokrouhlovani ¢isel mu presna nula nevyjde. Bylo by nutné v pribéhu vypoctu
nikde do vzorct ¢iselné nedosazovat, na konci by se pak vSsechny cleny odecetly. Déle
upozornujeme, ze rovnice (10) ndm ani pro spravnou béazi virtudlnich posunt nemusi
dat nulu. Ve skutecnosti totiz feSime az rovnici , ktera predpoklada platnost sta-
tickych okrajovych podminek (rovnice (). V tomto pifkladu Zadné statické okrajové
podminky neméme, a tak je rovnice ((10)) zcela shodna s rovnici .

Tento postup, kdy si zvolim parametrizované aproximacni funkce posunti ¢i pooto-
¢eni, vypoctu potencialni energii a najdu parametry tak, aby byla minimalni, se nazyva
Ritzova metoda. |}

Doposud jsme pocitali jen priklady, kde pruty prenasely pouze normalovou silu. Po-
divejme se, jak sestavit deformacni energii pro ohybany prut. Pro tento pripad nemame
ani odvozenou silnou formulaci.

Piiklad 3.2 Na konci konzoly o délce | pisobi osaméld sila o velikost F (Obr. [9).
Konzola md ctvercovy prirez o strané a, modul pruznosti materidlu je E. Vypoctete
priuhyb konzoly za predpokladu kvadratické aproximace ohybové cdry.

ReSeni Oznac¢me si prithyb konzoly w. Préace, kterou vykona sila F, je rovna Fw(l) a
potencialni energie vnéjsich sil je tak

I, = —Fuw(l)
F
It - W)
L } R 0
l ,
, —F
o ! . —LL \\‘ﬁs@
@ i, Ll
Fl3
3ET,

kvadraticka aproximace kubické aproximace

Obrézek 9: Konstrukee z piikladu [3.2]
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Praci, kterou vykonaji vnitini sily, je mozno rozdélit do slozek patticich jednotlivym
vnitinim silam, NV, V., M,, a piipadné dalsim. Predpokladejme, Ze prace posouvajicich
sil je mala a zanedbejme ji. Normalové sily nevznikaji, zbyva nam ohybovy moment,
ktery zpusobuje normélovou deformaci ¢

kde » = M,/F1, je kiivost a I, = a*/12 je kvadraticky moment prifezu k t&zistn{ ose
y. Ze zakladni mechaniky také zname vztah mezi momentem a prihybem
0w
M, = ~El,>
a tedy
0w
27
0x?

€= —

Potencidlni energie vnitinich sil (uvazujeme pouze norméalovou deformaci, smykovou
zanedbame) je tak

I a/2 ¢ 1 a/2 a/2 1 2
E E
et  Jrnersiona] [ Boviees [ aacE (2
(e)dedzdx =t —eldzdr =t z%dz 5 (91:2
0 —a/2 0 0 —a/2 —a/2 0
I

Pw\”

— | dz

Ox?
Nyn{ jiz musime zvolit aproximac¢ni polynom w(z) = asx® + a;x + ap. Musime ovSem
dodrzet kinematické okrajové podminky

w0)=0 = a =0

ow
©(0) = e -

=0 = a;=0

a tedy zbyvd jediny parametr w(x) = apx?. Prihyb méd na konci hodnotu w(l) = ayl?
a derivace potencidlni energie vnéjsich sil je tak

oll, _pow ow

= —FI?
8@2 8(12

Pro potencidlni energii vnitinich sil pouzijeme odvozeny vztah

61L 8E1y f(axz) _ EI /aQw DBw

v =EI /2 2dx = daylET
Oas das Ox? 83:28(12 yo @ T ARy
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Celkem tedy

oll oll, 0l Fl
— ¢ —4aylEL, — FI*? =0 =
(9a2 (9a2 + 8@2 2 4 = 2 4EIy

a ohybova ¢ara ma predpis

X
AEI,

w(z) =

a je nakreslena na Obr. @ Prithyb na konci je w(l) = FI?/AF1,, momenty a posouvajici
sily jsou

0w Fl oM

Posouvajici sila je na celém prutu nulova, na konci vzniké pod zatiZzenim nerovnovaha.
Podobné moment na konci neni nulovy. Je zifejmé, ze nemame dostateénou aproximaci
pruhybu. |}

Priklad 3.3 Pro konzolu z prikladu wvazujte kubicky polynom.

Reseni Uvazujeme w(z) = azx® + apz? + a1 + ag. Musime ovSem splnit kinematické
okrajové podminky

w(0)=0 = a =0
ow

aimxzozo = a1 =0

a tedy w(x) = azx® + apz?. Prithyb m4 na konci hodnotu w(l) = asl® + asl? a derivace
potencidlni energie vnéjsich sil je tak

oIl ow oIl ow
‘=-F_—| =-FP C=-F_—| =-FP
das Oag ==l day Oagy lz=l
Pro potencialni energii vnitinich sil plati
Pw P ’ , ,
5a3 =F] / 97 (3:1628&3 =FEl, /(6a3x + 2a,)(62) dz = EL,(12a3l° + 6asl”)

0
oIl 02w QPw
Day Ely 02 8x28a2

1213 61* as Fi?
A
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Reseni soustavy je nasledujici

1213 612 | FI3/EI, 121 6| FI/EI, 1 0| —F/6EI,
612 4 | FI2/EI, 6/ 4|FI/EI, 0 1| FI/2EI,

tedy ag = —F/6EI,, ay = FI/2E1, a ohybova ¢ara ma pfedpis

Prithyb na konci je w(l) = FI3/3EI,, momenty a posouvajici sily jsou

0w oM

Posouvajici sila je na celém prutu konstantni (rovna F'), moment je linedrni a na konci
nulovy. Ve vSech bodech mame rovnovahu. Dostali jsme presné feseni bez vlivu smyku.

Otazka: jak by priklad dopadl, pokud by se uvazovala linearni aproximacni ktivka ¢i
polynom 4. radu?

Vsimnéme si, ze pro aproximaci, ktera neobsahuje presné reseni, se konstrukce jevi
tuzsi, nez ve skutecnosti je. To neni nahoda, pri aproximaci deformacniho stavu dosta-
neme vzZdy tuzsi nebo presné reseni.
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4 Energetické principy III - nelinearni material

Priklad 4.1 Vypoctéete deformacni a silovy stav konstrukce z prikladu za predpo-
kladu nelinedrniho chovdni materidlu: o = Ee — Ee?. UvaZujte E = 30000 G Pa.

Reseni Budeme uvazovat stejnou aproximacni funkei jako v pifkladu

— T <l
u(z) =

s deformaci

a
o 7 T <l
gr)=—=¢"
Oz _lﬁ r >l
2
Potencialni energie vnéjsich sil a jeji derivace je
ol1l,
I, = —Fa =—F
da

Potencialni energie vnitinich sil v prvnim prutu je

l1€

Hi(l) = Al//a(e) dedx = A4 /Ee — Betde
00 0

Ee?  Eed Ea®> Ed? EAa® EAdd
:A1l1<2 3>:A11< ): 1 - 1

2 313 20 32

a na druhém prutu

hHQEeQ Ee3 (Ea2 Ea3> B EAsa? EA2a3

n® —a, [ 2 Ear = ay
i 2 | o Ty Tk g T 0, 3

I

Celkova potencialni energie a jeji derivace je tak

. A A A A
T=0Y4+10® 4 -3 (-2 22 2E(1 2)_ r
D IET + a 32 + 30 +a o + 2,)

= —1.75-10"a® + 1.875 - 10%> — 3-10% J

ol . ( A Ay A | Ay _

—5.25-10"a?> +3.75-10°%4 —3-10°=0
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5 / \ i X\Jvl\ "\‘Hlm
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\a -10+ D
0] 2 4 6 8 mm 0/ 2 4 6 &
0.918 6.225 0.918 6.225

Obrézek 10: Potencidlni energie konstrukce a norméalové sily v prutech z ptikladu [.1]

Tato kvadraticka rovnice méa dvé feseni, a = 0.918 mm a a = 6.225 mm. Pomoci druhé
derivace snadno zjistime, Ze prvni z Feseni je lokalni minimum (konvexni kfivost) za-
timco druhé lokdlni maximum (konkavni kiivost).

02T

a2 laco.000018 = —2-5.25- 10" - 0.000918 + 3.75 - 10° = 2.79GJ/m?® = konvexni
02T . . ; -
9a? la=0006225 —2-5.25-10" - 0.006225 + 3.75 - 10 = —2.79GJ/m”° = konkavni

Regenim je tedy prvni z hodnot, a = 0.918 mm. Normalova sfla v prutech je rovna

Ea Ea?

R

N, = Aoy = Ay (Es — EgZ) — A, ( ) — (3a — 600a2) .10° = 2.2483 MN
Ea FEa?
I 12

Ny = Ayoy = — Ay ( ) - _ (0.75a 4 75@2) .10° = —0.7517 MN

Dostavame tedy v zatézovaném uzlu rovnovahu
> F,=—-Ni+Ny+F=-22483 - 0.75174+3 =0

a Teseni je presné. To muzeme opét overit dosazenim do silné formulace. Zavislost
potencialni energie a sily v prutech na parametru deformacniho stavu a je znazornéna
na Obr. 10

Pokud by byl materiél linedrni, vyslednd rovnice by byla také linearni (clen s a?
by byl nulovy) a feSeni by bylo stejné jako u prikladu . Pokud je konstrukce neline-
arni (materialove, geometricky nebo diky kontaktim), dostavame soustavu nelinearnich
rovnic. |

Zkusme si jesté tento priklad vytesit pomoci zminovaného dualniho principu minima
doplnkové (nékdy téz komplementarni) potencidlni energie, tzv. Castiglidnova variac-
niho principu. V ném se nevoli deformac¢ni proménné, ale silové proménné. Oproti de-
formacnim, které musely splnit kinematické okrajové podminky, musi silové proménné
zajistit splnéni podminek rovnovahy v kazdém bodé konstrukce, a jesté také statické
okrajové podminky na okraji I';. Dopliikova energie vnitinich sil je pak (Obr.

Ty Tzy

I :/W* dV:/ [751(6) de—i—/éy(e) de + /%y(e) de| dV (32)
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Ox+ =0y dy Yoy Tmy(e) w
dr e,dx 5ydy Try
I | e.
Ty €z Ey

Vay

Obrazek 11: Doplnkova potencialni energie vnitinich sil

coz u linedrniho materidlu vede na vyraz zcela shodny s potencialni energii vnitinich
sil v deformacnim principu

1 1
I =5 [ (eau+ €40y + YyT) AV = 5 [T aV (33)
\%4 \%4

U nelinearniho materialu vsak 1" # II.
Vnéjsi sily nekonaji zddnou doplikovou praci. Doplikova potencidlni energie vnéj-
sich sil je tedy nulova.

=0 (34)

e

Celkova dopliikova potencidlni energie je pak
I = I+ II; (35)
a téleso se ustdli ve stavu, ve kterém je definovany funkcional minimalni.

Priklad 4.2 Vypoctéte deformacni a silovy stav konstrukce z prikladul/. 1 pomoci prin-
cipu minima doplnkové energie.

ResSeni Budeme volit silové proménné. Musime je oviem predpokladat tak, aby spl-
novaly ve vsech bodech rovnice rovnovahy a statické okrajové podminky. Budeme tedy
predpokladat konstantni normélové sily N; a Ny na prutech a pro bod, kde piisobi sila
F, musi platit

ZFxZ—Nl—i‘NQ—i—F:O = No=N; — F

Nejprve potiebujeme provést inverzi fyzikalni rovnice

E+\E?—-4FEc
2F
Kvili nevhodné definici fyzikalni rovnice, kterd nemé jednoznac¢nou inverzi, jsme zis-

kali dvé mozné teseni. Uvazujme, Ze platné feseni budeme hledat pouze oblasti, kde
materidlu s nartstajici deformaci nartista i napéti. Resenim je tedy pouze

_ E—\E*—4Eo

€= =
2K

c=Fe—FE? = ¢
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a napéti o je na prutech konstantni, rovno o7 = N1/A; a 09 = Ny/Ay = (N7 — F)/As.
Nyni miizeme vypocist doplinkovou energii vnitinich sil na prvnim z pruti a jeji derivaci

o1

.\ 3
- E— \/EZ 4B 4Ee)* F
() //51 ydedV; = Alll/ °q g 4 Ee

1252 2F

3
2

e (B> —4ENJA)® BN, EP
= A1l + o= r
1262 2BA,  12E2
By Y —4-§E\/E2—4EN1/A1+ E\ & (E (E)2 AN,
a]\/vl i 12A1E2 QEAl 2 E E EAl

Stejnym postupem lze dojit také k doplnkové energii na druhém prutu a jeji derivaci.

3

2 [ Ni—F\2
*(2 // e)dedVy = Asly (E _4Ei472) +E(N1—F)_ E3 . EF
122 2E A, 122  2FA,

E

oI Azlz(_zl.gEﬂ/E?—élEWJr E ):lg (E J(E)Q_AL(M—F)

124, L2 2E A, £ \\E EA,

8N1 8N1 + 0N1 8N1_
L(E_ (E)2_4N1 LB (B <E>2_4<N1—F> _ g
2 \E E EA, 2 \E E EA,
2.5 103(1—\/1—§N1 10~ )+5 103<1—\/—N1 10—7)20

Dostavame opét nelinearni rovnici pro nezndmou N;. ReSeni jiz zndme z piedchoziho
prikladu: N; = 2.2483 MN. Zbyva dopocitat druhou silu No = Ny — F' = 2.2483 — 3 =
—0.7517MN. Kontrolu vysledkiu provedeme vypocétem posunu ve stfedovém uzlu na
prvnim i na druhém prutu

E—\/E? —4EN, /A,
2F

E —\/E? — 4EN, /A,
2F

= 0.918 mm

U(ll)_ = 51[1 = ll

u(l))t = —ealy = —1y = 0.918 mm

Pomoci minima dopliikové energie se odvodi silova metoda.
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5 Energetické principy 1V - rovinna konstrukce

Priklad 5.1 Vypoctéte deformacni a silovy stav konstrukce na obrdzku za pred-
pokladu linedrniho chovani materidlu a linedrnich aproximacnich funkci pro posuny.
Uvazujte izotropni material s modulem pruznosti £ = 30 GPa a Poissonovym souci-
nitelem v = 0.2, dlohu pocitejte jako rovinnou napjatost. Sirka stény je w = 3 m, jeji
vyska je h = 2m a tloustka t = 0.5 m. Velikost zatézZovaci sily je F' = 10 MN.

ResSeni Definujme matice B a H zévislé na poloze (x, y), které poskytuji vztah mezi
posuny a neznamymi parametry deformacniho stavu a deformacemi a parametry podle
rovnice (27). Vektor nezndmych deformacnich parametrt budeme znacit 4.

u=Hu e = Bu (36)

Potencidln{ energii vnitinich sil lze pak vypocist (rovnice (L))

1 1 1
= /tsTa'dS == /mTBTCBa as = a’ (t/BTCB dS) i
S S S

K

Posledni rovnost je mozna diky tomu, Ze nezndmé parametry deformacniho stavu ne-
z&visi na poloze (z, y). Diky symetrii matice C' je symetrickd i matice K, nazyvana
matice tuhosti.

My ovsem potirebujeme vypocist derivaci potencialni energie podle jednotlivych
slozek vektoru w. Oznac¢me i-ty parametr deformacniho stavu ;. Derivace podle tohoto
parametru pak vypada nasledovné

ol1l; @%ﬁTK U
ou; o1,
Veskeré mimodiagonalni ¢leny jsou v souc¢tu dvakrat, u diagondlniho clene Kj;; je zase

dvojka kvili derivaci kvadratického vyrazu 42

i

Derivaci podle vsech parametra lze pak jednoduse zapsat jako

OI1;
ot

={ Kn Ko ... Ki ... Ky }{in 6a ... & ... iy }T

=Ku

X

A 4 >

—»—»—»—»—»—/vrh
tretrettetttteeeett n

w

N
"l

ax

Obrazek 12: Konstrukce z prikladu [5.1]
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Préce vnéjsich sil je prace sily F' na posunu u v bodé (3,2).
I, = —u"(3,2)F = —a"H"(3,2)F
a jeji derivace podle jednotlivych parametri deformacniho stavu je nasledujici

oll,

ou
Pozadavek nulové derivace celkové potencidlni energie nam pak poskytne rovnice ve-
douci k nalezeni nezndmych parametri deformacniho stavu.

=-H"(3,2)F

_onm oI, oM,

0=%a = 3a " oa

(t / B'CB dS) a— HT(3,2)F
S

coz je ekvivalentni nasledujicimu linedrnimu systému
Ku=H"(3,2)F (37)
Pokrac¢ujme nyni volbou aproximacnich funkei pro posuny
u(z,y) = ap + a1z + azy + azry (38)
v(x,y) = by + byx + boy + baxy (39)

Aby posuny u(z,y) a v(z,y) spliovaly kinematické okrajové podminky (tj. vetknuti
pri spodnim okraji), musi pro libovolné x platit

u(z,0) =0 = ap+a1x =0

v(xz,0) =0 = bo+bix=0

a tedy c¢leny ag = a; = by = by = 0. Zbyvajici parametry deformacniho stavu sdruzime
do vektoru

ﬁ:{az as bQ bg }T

Vsimnéme si, Ze as a by jsou bezrozmérné, zatimco as a by maji jednotku m=!. Derivace
aproximacnich funkei jsou

ou ou ov ov
— = azy — = ag + azxr — = b3y — = by + b3x

ox y ox dy
a matice B a H jsou tak nasledujici (podle rovnice (36))

0y 00
H:[gxoy()x()] B=|001 =z
y 1 2 0 y

Sila F' a matice H v bodé (3,2) jsou

H<3,2):[2 3-2 0 0 ]:[2 6 0 01

0 0 2 3-2



Derivace potencialni energie vnéjsich sil (zdporné vzatd prava strana rovnice (37)) je
pak

2 0 20
2 — 6 0| —10-10° 60 ¢ Nm
oo~ HB2AF==1,, { 0 }_ o (1 Nm?
06

Matici tuhosti K ziskdme vypoctenim integralu pies objem V z vyrazu BTCB

E g 8 913 L v 0 0y 00
B'CB = 0 v 1 0 001 =
1—2210 1 0 0 0 l-v L0
L0z vy 2 (Y
i 1y
E 00 0y 00
——— | P o0
1—v2 | v 1 0
1—v 1 =z O Yy
lve = Sy
ro1l— 1—v 1—v
E 1? 2 Tl;xy 9 0 1+Tyy
= 3 L YTt vy 5Ty
1—V2 yy 1 T
L 1; HJ T $2+12yy
O4:L‘ 0 0.4y
—31.25 - 10° 0493 y?+042% 02y  0.6zy
0.2y 1 T
0. 4y 0.6zy 2?4+ 0.4y°

K vycisleni integrace si pripravime integraly dil¢ich polynom

/1dS:wh:3-2:6m2

221" 1
/de: T ht= —wlht=05-32.2 = 9m?
J 2|, T2
yzh L, 2 3
/de:w— t— —wh®=05-3-2> = 6m
J 2], 2
3w
/xzdS—[x ht— Suth = .38 9 18!
J 3], 3 3
31h
1 1
2d — yf — h3:*' 23:8 4
/y S=w 3], 3w 3 3 m
S
22" y2h 1
/a:de:l [1 = —w’h?*=0.25-3>-22 =9m?
J 2| |2, 4
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a dosadime do integrace matice tuhosti

1.2 1.8 0 12

Nm

K = t/BTCB dS = 31.95 - 10° 1.8 76 0.6 2.7 Nm?
0 06 3 45 3

s Nm

1.2 27 45 10.6

Princip minima potencidlni energie (rovnice (37)) ndm poskytne linedrni systém ctyt
rovnic pro ¢tyri neznamé parametry deformacniho stavu s fesenim

12 18 0 12 s 20
18 7.6 06 27 a 60
. 9 3 — _ . 6
BL25-100) 0" 06 3 45 by o (10
12 2.7 45 106 b 0
as —4.736
o Joag | ) 2008 | o -
W= (T —3201 (Vo
by 2.415

Nyni lze dosadit do rovnic a a ziskat tak kompletni popis posunt v télese

u(z,y) = —4.736 - 10~*y — 2.008 - 10~ *zy
v(x,y) = —3.221 - 10~ *y +2.415 - 10~y

Pomoci matice B ziskdme deformace

€z 0y 00 —2.008y
g, ¢=Ba=|0012z|a= —3.221 + 2.415z -107*
Vay 1z 0y —4.736 — 2.008z + 2.415y

a nasobenim zleva matici elastickych konstant ziskdme napéti v libovolném bodé

s 1 02 0 —2.008y
o, t=Ce=3125-10° 02 1 0 —3.221 + 2.415z 1074
Tay 0 0 04 ]| —4.736— 2.008z + 2.415y

—2.013 4 1.509z — 6.275y
=< —10.06 + 7.547x — 1.255y » - 10° Pa
—5.920 — 2.510z + 3.018y

Napriklad posun bodu, kde je aplikovana sila F, je

u(3,2) = —4.736-107* -2 —2.008- 107 -3-2 = —2.152- 10 * m = —2.152mm
v(3,2) = —3.221-107*-24+2415-107*-3-2 =8.048 - 10" m = 0.805 mm

Svislou a vodorovnou reakci ve vetknuti je mozné vypocist z napéti v poloze y = 0
podle rovnice (0)), kde je normala n = { 0 —1

t oy o oo =Ty [ 2.96+ 1250
{ }_tt(y_o)_wa(y_m_t{ }‘{5.03—3.7% MPpa

Ty —0y
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Celkova vodorovna a svisla reakce je tak
w w2
Ry | _ / "ol gy — 2.96w + 1.2572 _ ) 1453 MN
Rv 4 Ty 5.03w — 377% —1.89
Konstrukce zfejmé neni v rovnovaze, protoze svislou reakci nevyrovnava zadné zatizeni
a vodorovna reakce neni vyvazena zatizenim -10 MN.

Prirozené jsme pouzili velmi hrubou aproximacni bazi pro posuny na konstrukei.
Ptidani dalsich ¢lent (kvadratickych, kubickych a pod.) by vylepsilo ziskané vysledky,
ale také podstatné zkomplikovalo feseni. S kazdym dalsim ¢lenem by se matice a vektory
zjednoduseni prinasi pravé metoda konecnych prvki, kterd bazi voli pouze pomoci
jednoduchych funkci, ovsem po c¢astech. Napriklad volbou 30-20 linearnich konec¢nych
prvki ziskdme posuny v misté zatézovani v = —6.862mm a v = 3.578 mm, tedy nase
vysledky ocekavané predikuji tuzsi konstrukci, nez ziskdme s bohatsi bazi pro posuny.

Podivejme se jesté na silnou formulaci, kterd, jak uz vime, neni splnéna

N 1.509 + 0.3018 1.8108
T —+oT — .10% = . 108
td" o +tf =t0° (CBu) —t{ 1955 — 2510 } 10 t{ 3765 } 10°#0

Zde bychom ovSem neuspéli ani s rovnici a spravnymi virtudlnimi posuny, jak
jsme to provedli v prikladu . Splnili jsme totiz az rovnici , ktera vyuziva plat-
nosti statickych okrajovych podminek (rovnice (), coz nalezené aproximacni funkce
nesplnuji.
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6 MKP v jedné dimenzi

Dosud jsme volili aproximaci pole posunii po celé doméné najednou. Nutnost splnéni
kinematickych okrajovych podminek a komplikovany tvar domény vedou v obecném
pripadé k obtizim pti volbé takovychto funkei. Proto se aproximace voli pouze po
castech domény, na tzv. koneénych prvcich. Toto je jediny, avsak zasadni, rozdil mezi
Galerkinovou metodou a MKP.

Nyni jiz nebudeme sestavovat potencialni energii konstrukce, jak jsme to délali
doposud, ale zacneme primo pouzivat princip virtualnich praci, neboli slabou formulaci
(rovnice (25))). Jak jste si mohli vSimnout v pfedchozich piikladech, stejné jsme k ni
po derivaci potencidlni energie nakonec vzdycky dospéli.

Priklad 6.1 Pomoci MKP najdéte posuny a normdlové sily v konstrukei na obrdzku[13,
wvazujte konstanini modul pruznosti E, prurezovou plochu A i zatiZeni q.

ReSeni Konstrukei rozdélime na n ekvidistantnich intervalt délky [ /n omezenych body
x9g =0, z; = il/n, x, = [. Posuny v téchto bodech budou tvorit nase neznamé para-
metry deformac¢niho stavu ug az u,, pricemz aproximace posunt na i-tém intervalu
provedeme pomoci dvou linearnich funkei

U@)(i) = hi—1(x)ui—1 + hi(z)u; = %(% — T)ui— + %(iﬁ — L)y

coz lze zapsat pomoci matice (v 1D je to pouze vektor, ovsem zapsany do radku) H
jako

U(ZU)(i) = H(i)ﬁ(i) = % { T;i— T T — Tij1 } { tim1 }

Us

H®)
Ziskavame tedy konstantni deformace na danych intervalech, tzv. koneénych prvcich

) = aU(x)(i) n “ = ?(uz - Ui—l)

] ity interval

hy(x) AN
ni@ =" AN
o () x; =il/n /l

Obrézek 13: Zadéani prikladu a uvazované aproximacni funkce.
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coz lze zapsat pomoci matice B (v 1D opét jen radkovy vektor)

0 — BO{O = %{ 11 }{ u;j }

N—————
B®)

Predpokladame linedrni material, tedy o = Ee. Dostavame konstantni normalovou silu

FEAn
l

N(l) — AO'(Z) — EAg(Z) = (uz — ui_l)

Matice C, zprostredkovavajici linearni konstitutivni vztah, je v 1D pouze skalar,
C = F a matici tuhosti na intervalu i vypocteme jako

T; T B -
Km:u4/lWFCB@dx:AE/ﬂ${ 1}{—11}dx:E?”[1 1]
Ti—1 z

-1

Objemové sily zptsobené zatizenim ¢ (v 1D opét pouze skalary) jsou f = f = ¢/A
a sily na volném konci jsou nulové, £(0) = 0. Vypocet vektoru R na intervalu i je pak
nasledujici

R(i):A/H(i)deaj:A/T;{ Li—& }qu:q”l g;xi_? ]
Ti-1 Ti—1

rT—xi1 | A | 5 —oxia .
2 2 . ; 2 ; 272
2 z; Ti 1 i2]2 (i—1)al (i—1)=1
L B T i LD R
] ? z2 9 T 212 (i=1)d? | (i=1)%2
- $i,1$i - 9 + xi_l 2n2 n2 2n2
2

2
F{3)-5(1)
l 2% 2n | 1
Celkova matice tuhosti a celkovy vektor pravé strany je pak

K=Y K" R=) RY

n
=0 =0

Toto s¢itani je ovsem nutno provést uvazlivé podle souradnic. Tomuto procesu se tika
lokalizace a znate ji napriklad z deformacni metody. Navic je nutné zavést okrajové
podminky, jinak bude matice tuhosti singularni (zavislé fadky a sloupce = nulovy de-
terminant = nedostatecné podepreni, mechanismus). Jedinou kinematickou okrajovou
podminkou je zde nulovy posun v nule, u(0) = 0, a tedy nulovy parametr uy = 0.
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Obrazek 14: Vysledky piikladu pro ruzny pocet koneénych prvki.

Matici musime tedy konstruovat ve tvaru n x n pro parametry u, az u,.

10 ...0 1 -1 ... 0 S
Edanll0 0 ... 0 1 1 ... 0 L 1
K= — T o S+t + ...
l oo el : : .o ..o —1 1 ...
00 0 0 0 0
T2 -1 0 0 0 0 0 ]
1 2 -1 0 0 0 0
9 o 9 9 A 0 -1 2 -1 0 0 0
+ : =20 0 -1 2 0 0 0
0 1 —1 l : : : : . : : :
0 - O 0 0 0 .. -1 2 -1
0 0 0 0 ... 0 -1 1 |

Stejné tak vektor R sestavujeme lokalizaci jednotlivych vektori prvka se zohlednénim
kinematickych okrajovych podminek

1 1 0 0 2

0 1 : 0 2

r-4 9 + 9 TS N _ 2 ?
2n : : 0 2n :

0 0 : 1 2

0 0 0 1 1

Nyni musime vyresit systém linedrnich rovnic pro n neznamych

2 -1 0 ... 0 0 O Uy 2
-1 2 -1 ... 0 0 O Us 2
Ka-p - ‘A0~z U000 B L
l : : e : : : 2n
o o o ... -1 2 -1 Up_1
0 0 0 ... 0 -1 1 | Up, 1

Po dikladnéjsi tvaze neni tézké najit feseni tohoto systému

ql? 2ni — ¢*
U; =
2EA  n?
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) 1 1 1 2 3 1 1 2 3 4 5
. ) I3 2l ) L 2l 3l £
T ) z; 3 5 { ; . : . = l
o ql? i 5ql? 4q1? ql? o 9ql? 16412 21q12 24412 ql?
v 2EA ( 18EA 9EA 2EA ( 50EA 50EA 50EA 50EA 2EA
(@) q (@) 5ql q al (@) 9ql 7ql 5ql 3ql ab
N 2 N 6 2 6 N 10 10 10 10 10

Tabulka 1: Poloha uzll, posun v uzlu a normalova sila na prvcich pti aproximaci jednim,
tfemi a péti prvky.

a tedy

n? n?

qlPn (2ni—@ 2n(i—1)—(i—1)%\ g 2(n—i)+1
- 2EBAl - 2EA n

a normalové sily v intervalech (konecnych prveich) jsou

2 n
Vysledky jsou spocteny pii uvazovani jednoho, t¥i ¢i péti prvka v tabulce [I Presné
feSeni lze lehce spocitat Ritzovou metodou pti pouziti polynomu druhého stupné (mi-
zete si zkusit sami) nebo piimo Tesenim silné formulace. Konstrukce je totiz staticky
urcita, a tak lze rovnici rovnovahy tesit oddélené od geometrické a fyzikalni rovnice.

q o 4l
ur) = ———=r"+ —z N(x) = —qr+ql

Porovnéni presného reseni a MKP feseni je provedeno na Obr. Presné reseni posunti
jsme neziskali. Nesplnili jsme statickou okrajovou podminku v x = [, kde ma byt napéti
na okraji nulové. Normala v z = [ je rovna n(l) = +1.

_ Agl

n(l)o(l) = Ee™ o

# 0
Neni splnéna ani silna formulace ve vsech bodech

do q
A—+ A= = 0
Ox a1 7
Se zvysujicim se poctem prvki vsak MKP konverguje k presnému reseni. Prekvapivé
ziskavame zcela presné hodnoty posuni v uzlech. Obecné tato zvldstnost neplati, pouze
na osové namahanych prutech ano. |

Presné stejnou matici tuhosti i vektor pravé strany bychom ziskali pii pouziti deri-
vace potencialni energie. Jednd se o zcela totozné principy a zcela totozny zapis, pouze
jinou interpretaci.
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Matice tuhosti méa typicky nésledujici vlastnosti:

e je symetrickd, jednotlivé prvky jsou totiz dvojné parcialni derivace potencidlni
energie

B o211 B 011 B

N auﬁu] N Gu](?ul N

kde podle Schwarzovy véty nezédlezi na poradi derivaci.

e pozitivné definitni, tedy pro kazdy nenulovy vektor @ plati
W' Ka >0 (41)

JelikoZ je ©? K4 rovno dvojnasobku potencidlni energie vnitinich sil, znamena
to tedy, ze konstrukce vzdoruje snahdm o deformaci. Pokud by existoval vektor,
pro ktery bychom ziskali zaporné ¢islo, pak by se konstrukce sama aktivné snazila
deformovat podle tohoto vektoru parametri deformacniho stavu.

e tidka, tedy obsahuje spoustu nul diky omezenym oblastem aproximacnich funkci
h. Je vhodné funkce rozumné ocislovat, aby matice byla pasova.

e pokud je konstrukce vhodné podeprend, tak je matice K regularni.
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7 Sténova konstrukce 1

Priklad 7.1 Odvodte matici tuhosti pro obecny trojuhelnikovy prvek pri uvazZovdni li-
nedrnich aproximaci posuni bez smisengch cleni xy a rovinné napjatosti. Jako nezndmé
parametry deformacniho stavu volte posuny uzli prvku ve vrcholech trojihelnika. Ci-
selné ji vypoctete pro trojuhelnik na obrazku vpravo pro E = 30 GPa a v = 0.2 a
tloustku t = 0.1 m. (piiklad pfevzat od Romana Gratzy)

Reseni Uvazujme linearni aproximace bez smisenych ¢lenii

u(z,y) = ap + a1z + agy
v(z,y) = by + biz + by

V uzlovych bodech na souradnicich z; a y; ziskdvame posuny

Ui 1 1 U 0 O 0 ap
Us 1 29 9o 0 0 O aq
~ Us 1 T3 Ys 0 0 0 as
= U1 - 0 0 0 1 1 Y bo = Aa
Vo 0 O 0 1 T2 Y2 b1
V3 L 0 O 0 1 T3 Ys | bg

Podle zadéni vsak potfebujeme parametry linearni funkce vyjadrit pomoci uzlovych de-
formaci. To je velmi vyhodné, protoze pak snadno zajistime spojitost tvarovych funkei
na hranicich prvka a také kinematické okrajové podminky. Pro Fizeni tvarovych funkei
posuny potiebujeme vypocist inverzi matice A.

a=A"'4

Postaci spocitat inverzi mensi submatice

1z w»n 1 | T2Ys —T3Y2 Tayi — T1yYs Ty — Talh
1z yo =33 Y2 — Y3 Yz — Y1 — Yo
1 z3 ys T3 — T2 T1 — T3 To — 1

Y3 » 8 D

Y2

3@. ®

(A1 @ T

»

T T2 T3 2 7

»
»

Obrazek 15: Trojihelnikovy kone¢ny prvek v obecném tvaru (vlevo) a jeho geometrie
pro priklad (vpravo).
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kde S je orientovand plocha trojihelnika

1 1 U
S = —det 1 T2 Y2
2
1 z3 ys
1
:<1.det([ff2 w])_l.det([xl
2 T3 Y3 T3

1
2

Celkové invertovana matice A je

[ Toys — T3Y2 T3y1 — T1Y3 T1Y2 — Tal
Y2 — Y3 Ys — Y1 — Y2
Al 1| W—r2 mi—13 1w
25 0 0 0
0 0 0
| 0 0 0

) (]

= = (Toy3 — T3Y2 — T1Y3 + T3 + T1Y2 — Tay1)

1
T Y2

)

0 0 0
0 0 0
0 0 0
T2y — X3Y2 T3Y1 — T1Y3 T1Y2 — T2Y1
Y2 — Y3 Ys— Y1 — Y2
T3 — T2 Tr1 — T3 To — X1
(42)

Pole posunt je tedy aproximovano pomoci uzlovych deformaci takto

v(,y)

{u(m,y)}_[l z y 000

0001 x vy

] A'a = Hu

My ovSem potiebujeme pole deformaci, které ziskdme z derivaci posuni

Su
{%}:lo 1000 O]Alﬂ
oz

000O0T1O0
_ Yl ye—ys sy -y 0
25 0 0 0 y—ys
{3;}_1[00 1 ()OO]A_lﬁ
v Y
oy 2510 0 0 0 0 1
_i T3 —Tg X1 — T3z T2 —XTq 0
_25 0 0 0 T3 — T
a deformace jsou tak na celém prvku konstantni
e du
§ o
g = 8y = 5 67;8 =
Vay 37;+87;
kde
1 | Y2=¥ YU Y1y 0
B:% 0 0 0 T3 — T9
I3 —T2 X1 — X3 Tg—T1 Y2 —Y3
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0

Y1 — Y2

To2 —T1

0

Ty — T3 T2 —Tq
Y1 — Y2

Ys — Y1
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Elastickd matice pro rovinnou napjatost je podle (4)

C—E

1 =2

Matice tuhosti je pak diky konstantnosti matic C' i B

S X =
i S

0
0
1—v
2

K- /BTCB 4V = BTC’B/l dV = StBTCB
1% |4

kde t je tloustka konstrukce. Pro trojuhelnik na obrazku [15| vpravo plati

S:

N | —

Po dosazeni ziskavame nasledujici matice

25

02 1 O
0 0

—0.2
-1

—-04 04

1 0 -5 5 0 0 0 0 -1
B:2—5 0O 0 0 5 0 =5 :5 0 0
5 0 =5 0 =5 5 | 1 0
1 02 0 1]
30 - 107
S0y o
Nejprve vynasobime C'B
0 —1 1 0.2
31.25 - 10?
CB:? 0 —-02 0.2
04 0 —-04 0
a nakonec ziskdvame celou matici tuhosti
[ 0.4 0 —-04 0
0 1 -1 —-0.2
31.25-10% | —0.4 -1 14 0.2
_ T _
K =5tB°CB = 2 0 —-02 0.2 1
—-04 0 0.4
| 04 02 —-06 -1
|
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8 Sténova konstrukce 11

Priklad 8.1 Vypoctete napeti v konstrukci na obrdzku zatizené na povrchu spoji-
tym zatiZenim q = 100 kN/m. UvaZujte rovinnou napjatost, modul pruznosti 30 GPa,
Poissonovo cislo 0.2 a tloustku 0.1 m. Respektujte naznacené déleni na konecné proky,
wvazujte na kazdém proku linedrni aproximace posunuti bez smiseného clenu xy (stejné
jako v prikladu [7.1). (piiklad prevzat od Romana Gratzy)

Reseni Konstrukce je symetrickd podle svislé osy, stacl tedy fesit jeji symetrickou
polovinu se zabranénim vodorovnym posunim na ose symetrie, Obr. [I6] Tedy uzly 2,4
a 6 jsou podepfeny ve vodorovném smeéru a uzel 5 ve svislém. Z téchto kinematickych
okrajovych podminek plyne

Ug = Uy = Ug = V5 =0
a nezname uzlové posuny jsou

Uy
U1
Vg
Uusg
U3
Vg
Us
Vg

>
Il

vypocetli v piikladu [7.1] Je stejnd, protoze matice B obsahuje pouze rozdily soufadnic
a nezalezi tedy na posunu prvku jako celku. Pti rotaci o 7 ziskaji souradnicové rozdily
v B opaé¢né znaménko, oviem pii souc¢inu BT C B se tento rozdil smaze. Matice tuhosti

D¢’ ©)

LG F F 2° 1s®@
T : @ )
g 1
o yA . 2 . ©) 1 @2 3@
4 | ,
g 3 ® 2@ le@
oy 4
- A ya\ ® (@)

T om | om | — 4 ©¢ @2 ®

! 3

Obrazek 16: Sténova konstrukce, jeji symetrickd polovina a déleni na konecné prvky.

43



prvki 1 a 3 je tedy také shodnd a prikladem[7.1] Pfi s¢itdni matic prvku, tzv. lokalizaci,

je potieba sé¢itat podle souradnic (nékdy se pouzivaji kdédova éisla).

K

KW

K®

K®

KW

~31.25-10°

~31.25-108

2

~31.25-10°

2

~31.25-10°

2

~31.25-10°

2

Uy
1.4

0.4

2 0.2

—0.6

Uus

0.4
0
—-04
0
—-0.4

| 04

U2

0.4
0
—-0.4
0
—-04

| 04

Us

0.4
0
—-04
0
—-04

| 04

Uy

0.4
0
—-04
0
—0.4

| 04

(%1

—0.6

1.4

. —-0.4
-04 04

—1
0

Uz

0
1
-1
-0.2
0
0.2

Uus

0
1
—1
—0.2
0
0.2

Uy

0
1
-1
-0.2
0
0.2

Us

0
1
-1
-0.2
0
0.2

V2

0.4
—-0.4
1.4
—0.6
0
-1
0
0

Uy

—0.4
-1
1.4
0.2
0.4

—0.6

Uq

—-0.4
-1
1.4
0.2
0.4

—0.6

Uus

—-0.4
-1
1.4
0.2
0.4

-0.6

Ug
—0.4
-1
14
0.2
0.4
—0.6

Uus

—-0.4
0.4
—0.6
2.8
—0.6
0.6
—-0.4
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U3

0
—0.2
0.2
1
0
-1

V2

0
-0.2
0.2
1
0
-1

Us

0
—0.2

V4

0
—0.2
0.2
1

-1

U3

0.2
-1
0
—0.6
2.8
-0.8
0.4
0

(%) (%1

—0.4 0.4 ] us
0 0.2 U2
04 =06 | w
0 -1 U3
04 —04 | vy
04 14 | u
(%] V4

—0.4 0.4 ] U9
0 0.2 us
04 —0.6 | uy
0 -1 (%)
04 —04 | vs
0.4 1.4 ] Vg
V4 V3

—04 04 7 us
0 0.2 Uy
0 —1 Us
0.4 —-0.4 (1
04 14 | vy
Vs Vg

04 04 7 uy
0 0.2 Us
04 —0.6 | ug
0 —1 V4
0.4 —0.4 Us
04 14 | wvg
Uy Us Vs

0 0 0

0 0 0

-1 0 0

06 —-04 O

-08 04 O

28 —06 -1
-06 14 02
-1 02 14 |

N/m

N/m

N/m

N/m

Uy
U1
V2
us
U3
Vg
Us
Vg

N/m



Vektor zatiZeni ziskdme integraci H (x,y)t(x,y) po hranich jednotlivych prvki
na okraji télesa a souctem na odpovidajicich pozicich. V tomto pripadé je ovSem evi-
dentni, zZe pouze prvni z prvkii bude mit na svém hornim okraji tento integral nenulovy.
Povrchova sila je tam konstantni

_1 O - 0 3 2
Y R R

Matici H pfevezmeme z ptredchoziho ptikladu [7.1]

H:l1xy0001A_1

00012y

Potiebujeme ji pouze pro souradnici y = 10m a prvek ma soutadnice uzli x1; = Om,
Ty = 5m, x5y = 0m, yy = 5m, yy = 10m, y3 = 10m, které dosazujeme do AL,
Upozornujeme, Ze tyto indexy neodkazuji ke globalnimu ¢islovani uzla (éisla v krouzeich
na Obr. [16), ale k lokdlnfmu o¢islovan{ kazdého z prvki (¢fsla bez krouzkt na Obr. [16)).
Dosazenim do a do predchoziho vztahu ziskame

(50 0 =25 0 0 0
05 -5 0 0 0
1121000 0]]-50 5 0 0 0
Wy = 10) = —
H(y=10) 25[0 0 0 1 10] 0 0 0 5 0 =25
00 0 0 5 =5
00 0 50 5 |
_[o¢1-2£00 o0
00 0 0% 1-¢2
Nyni mtzeme integrovat
[0 0] 0 us
5 5 % 0 0 Uz
R(l):t/H(l)Ttdx:t /H<1>ng: t—01]2 Y SR G “
J J 10 0] —10° 0 v3
0 32 —250 | vy
0 3 —250 J
-10°N

Protoze R®, R® i R™ jsou nulové, ziskdvame celkovy vektor pravé strany ve tvaru

0 (75}
—250 U1
—250 Vg
r={ " 1" 4pN
0 U3
0 V4
0 Us
0 Vg
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Odpovida to v podstaté zatizeni hornich uzli silou F' = —250kN ve sméru y.

Nyni potrebujeme vyfesit systém 8 linedrnich rovnic s 8 nezndmymi: Ku = R,
vyjadiujici podminky minima potencidlni energie ¢i nulové virtualni prace. Resenim je
tento vektor

—0.208 Uy
—4.180 V1
—4.681 (%)

) 0335 | us .4
SN 2389 (w0 ™
—3.164 V4
—2195 | wug

Rozepsany na jednotlivé prvky vypada nasledovné

~0.335 ) us 0 s
0 (75 —0.335 us
—0.208 | u 0 u
N 1 -4 ~(2) _ 4 04
W= 9389 [y, 0m u 4681 (v, VM
—4.681 V2 —2.389 V3
—4.180 J v, ~3.164 | v,
—0.456 ) us 0 Uy
0 Uy —0.456 Us
~0.335 |u 0 u
~(3) _ 3 104 NO. 6 104
“ 0 (v 0T “ 3164 (v 0™
—3.164 | vy 0 Vs
~2.389 | s 2195 | vg

V prvcich je konstantni deformace diky linedrni aproximaci posunii. Ziskame ji na-
sobenim matici B zleva. Dalsim nasobenim matici C zleva ziskame konstantni napéti.
Soué¢in CB jsme vypocetli jiz v piikladu[7.1} U prvku pootocenych o 7 je tento soucin
shodny, pouze s opa¢nym znaménkem.

ol —93.69
o) =4 o) b} =CcBWal) ={ —1093.69 ; kPa
7 —93.69
Yy
19.52 —89.46 163.63
o ={ -90631 } kPa o® ={ —1451.20 $ kPa o® ={ —548.80 % kPa
—193.88 —163.63 —548.80

Uvniti prvku je sice silna formulace splnéna, ale na hranicich mezi prvky mame ne-
rovnovahu. Nesplnili jsme také presné statické okrajové podminky. Oboje je zptisobeno
nedostatecnym aproximacnim polynomem. Kvili nerovnovaze na hranicich prvku do-
stavame pii vykreslovani napéti nespojitost. Casto se kvili tomu napéti praméruji
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Obrézek 17: Vysledna napjatost a teoretické presné feseni napjatosti.

v uzlech ze vSech prvku, kterym je uzel spolecny, a tyto hodnoty se interpoluji podle
aproximacnich polynomt uvnitt prvkia. To je provedeno v nasledujicich rovnicich a

vykresleno na Obr. [17]

—93.7 31.2

1 &
oV =M =1 10937 } kPa o® = 5o =1 9688 ¢ kPa
—93.7 i=2 —302.1
1) 1 5@ —37.1 3) o +(4) 37.1
@7 17" ) 40000 VkPa 0@ =27 ] 10000 § kPa
2 1438 2 —356.2
. —54.5 163.6
o® = 52 0 =1 11504 ¢ kPa c® =W ={ 5488 } kPa
i=1 ~150.4 ~548.8
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9 Numericka integrace

Méjme funkei, F'(r), kterd zavisi na jediném parametru 7. Cilem je odhadnout integral
z této funkce na intervalu od -1 do 1 pomoci souc¢tu hodnot této funkce F,, v bodech
r; s vahami «;.

1

/ F(r)dr = Y aiF(r:) (43)

-1

Jednou z moznosti je pouziti Newton-Cotesovych formuli, které uvazuji n + 1 inte-
gracnich bodti ekvidistantné rozmisténych pres n intervali a rg = —1 a r, = 1. Vahy
odvodime z pozadavku, aby polynomy stupné n (tedy obsahujici ¢leny s mocninou
max. z') byly integrovany presné.

Priklad 9.1 Najdéte vahy integracnich bodi uw Newton-Cotesovych formuli pron = 2,
tedy pro tri integracni body.

Reseni Uvazujeme polynom druhého stupné ve tvaru F(r) = ar? 4 br + c. Piesnd
hodnota integrélu je

1 1 1

b 2
[:/F(r)drz/(aTQ—l—br—irc)dr:[ar:g—i—T2+cr1 =42
1 e 3 2 a3

Pomoci t¥i bodii a vah pozadujeme dosazeni stejného vysledku
2
Z OéiF(Ti) =17

=0

Ekvidistantni body jsou ro = —1, r;1 = 0, ro = 1. Po dosazeni a upravé dostaneme
I = CI/(OC()"_OCQ) +b(—0€0+0&2) +C<C¥0+Oé1 +Oéz)

Za predpokladu, za a, b i ¢ mize nabyvat libovolnych hodnot pozadujeme rovnost pro
kazdou ze slozek

' 2
a : Oéo—f—ag—g
b: —ag+as =0
C: g+ o + g = 2

Ziskdvame tedy soustavu tii rovnic s tfemi neznamymi, kterou musime vytesit. Dosta-
vame g = e = 1/3aa; =4/3. |}

Integrace s poctem intervali n = 2 (a tedy tfemi body) se nazyvd Simpsonovo
pravidlo, pfi n = 1 (dva integra¢ni body) pak lichobéznikové pravidlo. U sudého poctu
intervali (sudé n) dosahuje integrace presného feSeni dokonce pro polynomy stupné
n + 1, v praxi se tedy pouziva pouze sudy pocet intervali.
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F(r)4
6
Z [l F(r)=3r+2r2 41
3 /
9 p4
1 : 4
0—1 __:l 0 1: 1 TF
i3 3
1 1
V3 V3

Obrazek 18: Integrace v 1D.

Priklad 9.2 Vypoctéte analyticky a pomoci Newton-Cotesovy integrace pro dva, tri a
Ctyri body (n =1, n = 2 a n = 3) integrdl funkce F(r) = 3r® + 2r? + 1 v intervalu

(—1, 1).

ReSeni analyticky

1
3 2 ! 10
I:/lF(T)dTZ [47“44-37”34—17“ _123

2 integracni body: polohy bodt jsou krajni hodnoty intervalu, vahy jsou 1

Zl:aiF(ri) —1.F(-1)+1-F(1)=6

=0

Presné reseni nevyslo, protoze Newton-Cotesova integrace pomoci dvou bodi integruje
presné pouze polynomy nultého a prvniho stupné.
3 integracni body: pouzijeme FeSeni z predchoziho prikladu a mame

3 1 4 1 10
;aiF(n) = gF(—l) + gF(O) + §F(1) =5

Pro ¢tyri integracni body jsou véhy g = ag = 1/4 a a; = ag = 3/4

3 1 3 N 3 /1 1 1 310 312 1. 10

Fr)=-F(-1)+-F(-2)+ F(Z)4+-F1)=- - 0+-"4+°>2426="
2 cil(r) = gF(=1) +73 (3)+4 <3>+4 W=30+39+ 19 +10=3
Reseni pifkladu je naznaceno na obrazku (18, |

Podobné funguje i Gaussova integrace. Krajni integracni body vsak nelezi v krajnich
polohéch intervalu a poloha bodi neni ekvidistantni. Z pozadavku pfesné integrace
polynomt stupné 2n — 1 pomoci n bodt odvodime vahy i polohu integrac¢nich bodii.

Protoze Gaussova integrace pouziva pouze n bodu (oproti n+ 1 u Newton-Cotesovy
integrace), proménnd ¢ jiz nebude probihat od 0 do n ale pouze od 1 do n.
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Priklad 9.3 Najdéte polohy r; dvou integracnich bodu a jejich vdhy «; pro Gaussovu
integract polynomi aZ tretiho stupné v intervalu (—1, 1).
Reseni Uvazujeme polynom ve tvaru F (r) = ar® + br? + cr + d. Piesna hodnota
integralu je
/ i b b2
a c
I:/F(r)dr: /ar3+br2+cr+ddr: Zr4+§r3+§r2+dr = §+2d
-1 -1

1
Pomoci dvou bodi a vah pozadujeme dosazeni stejného vysledku
2
Z OZZ‘F<T7;) = I

=1

Po dosazeni a upravé dostaneme

2b
a alri’ + agrg’ +b 0417“% + agrg +c(ogr + agre) +d (a1 +an) = — + 2d
3

Za predpokladu, za a, b, ¢ i d mize nabyvat libovolnych hodnot pozadujeme rovnost
pro kazdou ze slozek

a: a7 + aprs =0
. 2 2 _
b: aqry + QT = g
C: 041T1+0427’2:O

ay+ g =2
Ziskavame tedy soustavu ¢tyr nelinearnich rovnic se ¢tyrmi neznamymi, kterou musime
vytesit. Uvédomime si, ze priklad musi mit symetrické feseni, tedy ay = o ary = —ry,

a pak lehce dostavime oy = ay =l ar, = —ry = 1/v/3. |

Podobnym zptisobem je mozné odvodit polohy a vahy bodi pro integrac¢ni formule
vyssiho radu. Tabulka 1 predstavuje feseni az pro 5 integrac¢nich bod.

Priklad 9.4 Vypoctéete analyticky a pomoci Gaussovy integrace pomoci dvou a tri bodi
integrdl funkce F(r) = 3r3 + 2r? + 1 v intervalu (—1, 1), stejny jako v prikladu .

ResSeni analyticky

2 integracni body

f_gaiF(h)—l-F<;§>+1-F<_\}§>—5+3\/§+5_3\/§—130
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3 integracni body

I= Y ouF(r) = SF (\E) + SF (0) + SF (—\/g)
8
9

11v5 +9v/3 11v/5-9v3 10

5
:———i— _
9 5v/5

5
9  5/5 3
|

Gaussova integrace integruje presné polynomy do stupné 2n — 1, u ostatnich funkci
povede k chybé. Pokud je funkce dostatecné hladka, bude se se zvétsujicim n chyba
blizit nule.

Priklad 9.5 Vypoctete analyticky a pomoci Gaussovy integrace pomoci dvou a t1i bodi
integral funkce F(r) = cos(r) v intervalu (—1, 1).
ReSeni analyticky

I= /F(r) dr = [sin(r)]", = 2sin(1) = 1.6829

-1

2 integracni body

2 7)o ()
I = a;cos(r;) =1 - cos 4+1-cos|——=) =1.6758
2 el (Vs V3

n T; o
1 0 2
1
2 :|:7g 1
3 5
3 + 5 9
8
9
18—+/30
4 :i: 36
184/30
+ 36

128
225

1 [k o /10  322+13V70
32— 27 900

1 10  322—13/70
i§ \/ 5+ 2\/; 900

Tabulka 2: Polohy a vahy Gaussovych bodi pro numerickou integraci v 1D.

ot

W | glw

ol |+ |
LR EEN ] ]
g | gl
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3 integracni body
3
Z; cos(r;) = gcos (\/é) + S cos (0) + 3005 (—\/g) = 1.6830
|

Pokud je oblast integrace jind nez interval od -1 do 1, je nutné polohu i vahu
integrac¢nich bod upravit. Na intervalu od r, do r, jsou vahy a polohy upraveny takto

; = Tb;ira@l (44&)
Py =To + %(@ 1) (44b)

kde @; a 7; jsou vahy a polohy pro interval (—1, 1).

Priklad 9.6 Vypoctéte analyticky a pomoci Gaussovy integrace integral funkce F(r) =
6r° + 4r3 v intervalu (—1, 2).

Reseni analyticky

2
1= [F@ydr =10+ =78
el

Pro presnou integraci polynomu 5 stupné postaci 3 integracni body s vahami a polohami

podle
3

o; = 5051' =

Y ?

3
2

o oo
le\cn
w

11
505 + % = —0.6619,0.5,1.6619

2V/5

N = O] Ot

3

5

Nyni miizeme integrovat

I:gaiF(ri):ZF@ 2§)+ P (5)+ F(l 2?)278

Pti integraci pres dvourozmérnou obdélnikovou ¢i tfirozmérnou oblast tvaru kva-
dru (nebo vice dimenzi ve tvaru hyperkvadru) pouzijeme stejny postup pro kazdou
z dimenzi.

Sb Th
/F(r, s)drds =Y o;a;F(ry, s5) (45a)
Sa Ta Z:]
ty sp Ty
/F(r, s, t)drdsdt =Y oo arF (1, 85, t) (45b)
ta Sa Ta i,5,k
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Priklad 9.7 Vypoctéte analyticky a pomoci Gaussovy integrace integral funkce F(r,s) =
3r? + 52+ rs+2s v oblastir € {(—1, 1) a s € {0, 1).
ReSeni analyticky
1 1 1 1
/F r,s)drds = / [r?’ + s+ 2r28+27"s] ds
-1
21

0

o—__ O\H

2 23 2 ! ]‘4
(23 +4s+2) ds = [s +9s +2s] -
3 0 3

Polynom je v r i s kvadraticky. Pro presnou integraci tedy pouzijeme dva integracni
body pro oba sméry. Ve sméru s je ale nejprve nutné spocitat upravené vahy a polohy

podle .

S 272
1 —1 1
si==(5+1) = V3 +‘/_—0.2113, 0.7887

2

Nyni mtizeme integrovat

I:Zia F(ri,s;) _1.;F<—\/1§,\/2§\/_§1>+1.;F<_1 ﬁ+1>

2v3 7 23

+1-

Pro oblasti jiného tvaru nez je hyperkvadr (obdélnik, kvadr, ...) je nutné odvodit
jiné polohy a vahy. Zde uvazujeme trojuhelnikovou integrac¢ni oblast, protoze konecné
prvky v roviné jsou casto uvazovany trojihelnikového tvaru. Zrovna pro trojuhelniky
existuje nekonecné mnoho feseni pro tti integrac¢ni body integrujici presné polynomy 2.
stupné. Uvedme dvé nejcastéji pouzivané. Zobrazeny jsou na Obr. [19] vpravo, je uplné
jedno, kterou sadu si vybereme.

1) (20.6) (3 5.5)
1

0
(T‘Z‘, Sis ai) = {(17 1 7 1 1 2 (46>
(67 6’ 6)’ (5’ 6)’ (67 37 6)

Priklad 9.8 Vypoctéte analyticky a pomoci Gaussovy integrace integral funkce F(r,s) =
r? 4+ 2s v oblastir € (0, 1) a s € (0, 1 —r).

= N

N NI

ol O
(=]

ReSeni analyticky
1—r 1 1

1
= //Frs dsdr_/[r2s+s2};”" dr:/(—r3+2r2—2r+1) dr
0 0

0 0
1

T—l— +
— ——r rl = —
4 0
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-1 .
—1 1 OO I r

Obrazek 19: Integracni body ve 2D: ¢tverec — jeden (o), ¢tyfi () a pét (o) integracnich
bodu; trojihelnik — dvé varianty (e a o) pro tii integracni body.

Pro pfesnou integraci postaci tii integracni body podle . Vyzkousejme obé varianty.

1 1 1 1 11 b}
_F Z ZF(Z 1F< ):
6 <0’2> +6 (2’0) T 272 12

3
I = CYZ'F(’I”i,Si):
; 1F<1 1>+1F<21>+1F<12)_5
6 \6'6 6 \3’6 6 \6°3/ 12
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10 Izoparametrické prvky 1

Prozatim jsme sestavovali aproximacni funkce na prvku s predem zadanou geomet-
rii. Napf. v prikladu to bylo provedeno pro trojthelnikovy linedrni prvek pomoci
inverze matice A. Je vSak velmi vyhodné mit obecny predpis pro jakoukoliv geome-
trii, ktery automaticky zajisti spojitost tvarovych funkci mezi prvky. Jednoduse tak
ziskdme velkou volnost pti sestavovani sité konecénych prvkii. Tvarové funkce budeme
sestavovat na prvku v zakladnim tvaru, v lokalni soutadnicové soustaveé s osami r a s.
Geometrii prvku i jeho tvarové funkce pak budeme mapovat do globalniho souradnico-
vého systému s osami x a y (Obr. 20]). Lokaln{ systém je systém vlastni prvku v néjaké
idealni konfiguraci, zatimco globdlni systém je vlastni konstrukci, na kterou je prvek
aplikovan. Souradnice jakéhokoliv bodu uvniti prvku lze tedy zapsat dvéma zptsoby,
mezi nimiz je nasledujici vztah.

@) @

z =S h(r, )z, y =S n"(r,s)y (47)
3 =1

Funkce hgm) interpoluji geometrii prvku, x; a y; jsou geometrické parametry prvku
(vétsinou souradnice uzli prvku v globdlni soutadnicové soustavé). Pro zndmé r a s
dosadime a ziskdme x a y. Opacny, inverzni proces, kdy zndme = a y a chceme znat
odpovidajici  a s, muze byt pomérné slozity, vedouci na Teseni soustavy nelinearnich
rovnic.

Stejné jako geometrii budeme sestavovat i aproximacni funkce pro posuny uvnitf
prvku.

ey e

u = Z hE“) (r, 8)u; v o= Z hg")(r, S)v; (48)
i=1 i=1

Obecné mohou byt funkce h®) a A v rovnicich a rozdilné a muze jich byt jiny
pocet (pak budou mit i jiny pocet parametrii), ¢ # ¢™. Pokud je ¢® > ¢, prvek
se nazyva superparametricky, v opaéném piipadé kdy ¢ < ¢ subparametricky a
konecné pii rovnosti ¢®) = ¢ izoparametricky. Vétsinou se pak uvazuji funkce h® a
h(") totozné. Pro izoparametrické prvky tedy plati

g = g — g
1s
@p—o>L o)
T:
—1 0 1
@ —1 @

Obrézek 20: Mapovani geometrie z lokalniho soutadnicového systému rs do globalniho
xy pro ¢tyruzlovy a osmiuzlovy obdélnikovy prvek.
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Funkce h;(r, s) se nazyvaji tvarové funkce a plati pro né

e hi(rj,s;) = 6;; (= Kroneckerovo delta), tvarova funkce i je rovna 1 v uzlui a 0
ve vSech ostatnich uzlech

e jsou spojité a dostatecnd hladké (z mnoziny C°)

e spliuji ,rozklad jednicky“ (anglicky partition-of-unity): Y7, hi(r,s) = 1 pro
jakékoliv r a s. Rozklad jednicky je pozadovan proto, aby prvek dokazal presné
vystihnout konstantni posun, tedy posun jako tuhé téleso.

Priklad 10.1 Odvodte a nakreslete vsechny tvarové funkce na linearnim 1D konecném
prvku spojujicim uzly na souradnicich -1 a 1. TotéZ provedte pro kvadraticky prvek
s uzly na souradnicich -1, 0 a 1. Zkontrolujte platnost ,rozkladu jednicky “.

ResSeni Pro dva uzly budou existovat dvé tvarové funkce hy a hs, vidy s hodnotou 1
v jednom uzlu a s hodnotou 0 v druhém.

ha(1)

hi(=1) =0 )
1 ha(1)

_ 1
ha(—1) 0

Tyto hodnoty definuji linedrni funkce ve tvaru ar+b. Vyzadujeme-li splnéni predchozich
podminek, dostavame

hl(—l):—a1+61:0 h1(1)2a1+b1:1
hg(—l) = —ag + bg =1 hg(l) = as + bQ =0

Resenim jsou koeficienty a; = 1/2, by = 1/2, ay = —1/2 a by = 1/2. Zapis funkci je
nasledujici
1 1
ha(r) 25(1+T) ha(r) 25(1—7”)
Pro tii uzly je feSeni identické. Hleddme t¥i kvadratické funkce h;(r) = a;r® + byr + c¢;
které prochazeji nasledujicimi body.

hi(—1) =0 hi(0) =0 hi(1) =1
ha(=1) =0 ha(0) =1 ha(0) =0
hs(—1) =1 hs(0) =0 hs(0) =0

Resenim jsou koeficienty a; = 1/2, by = 1/2, ¢, =0, a3 = —1,by = 0, co = 1, ag = 1/2,
by = —1/2 a c3 = 0. Zapis funkei je nésledujici

r r
hy(r) = 5(7“ +1) ho(r) =1 —1r? hs(r) = i(r -1)
Vsechny tvarové funkce jsou nakresleny na obrazku [21]
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Pro kontrolu ,rozkladu jednicky* staci funkce secist.

ihi(r)25(1+r)+;(1—r):1
S = Bre )+ e =

Priklad 10.2 Odvodte a nakreslete vsechny tvarové funkce na ctyrihelnikovém proku
se ctyrmi rohovymi uzly s linedrni aproximaci posuni. Zkontrolujte platnost ,rozkladu
jednicky “.

ReSeni Pro ¢tyfi uzly budou existovat ¢tyfi tvarové funkce hy — hg, vZdy s hodnotou
1 v jednom uzlu a s hodnotou 0 v ostatnich.

hi(=1,-1) =0 hi(1,—1) =0 hi(=1,1) =0 hi(1,1) =1
hay(=1,—-1) =0 ha(1,—1) =0 hay(—1,1) =1 ha(1,1) =0
hy(—1,—1) =1 hs(1,—1) =0 hy(=1,1) =0 hs(1,1) =0
ha(=1,-1) =0 ha(1,—1) =1 ha(=1,1) =0 ha(1,1) =0

Tyto hodnoty definuji linearni funkce ve tvaru h;(r, s) = a;r+b;s+c;rs+d;. Vyzadujeme-
li splnéni predchozich podminek, dostavame

ha(—1,
mu

1) —ag—b2+02+d2:0
1)
1)
1)

—al—bl+C1—|—d1—0 ( 1—1)
1—1) —G2+b2—02+d2:0

1)

1)

—a1+b1—01+d1—0 hg(

hi(-1,1) =a; — by —c1 +dy =0 ho(=1,1) =ay — by —co+dy =1
h(1,1) =a; +bi+c1+dy =1 ho(1,1) = ag 4 by + ¢+ dy = 0
h3(=1,—-1) = —az —bg+c3+ds =1 hy(=1,—1) = —ay —by+cy4+dy =0
hs(1,—1) = —az3+ b3 —c3+d3 =0 hy(l,—1) = —ag+ by —cy+dy =1
h3(—=1,1) = a3 —bs —c3+ds =0 ha(—=1,1)=ay —by—cs+dy =0
ha(1,1) =as+bs+c3+ds =0 ha(1,1) = as + by +cq+ds =0

—1 Oh 1 ) @

n H : r, h1 ho
hg -1 0 1 D ’\\

hy J/\J hs3 & o ®$‘® @

Obréazek 21: Tvarové funkce na prutu a ¢tyfuzlovém 2D prvku.
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Resenim jsou tyto funkce
1
hi(r,s) = 1(1 +7)(1+s)

. a(r,5) = 3(1 = r)(1 +3)
hi(r,s) = Z(l +tr)(1+s) = (49)

h(r,s) = 1(1 S (1= )
hy(r,s) = i(l +7)(1—s)

Vsechny tvarové funkce jsou nakresleny na obrazku [21]

Pro kontrolu ,rozkladu jednicky“ staci funkce secist.
4
1
hi(r,s) = 1 (14+r)1+s)+(1-—r)1+s)+1+7r)(1—9)+(1—=7)(1—29)]

1

2

(I+r+s+rs)+(1—r+s—rs)+(1+r—s—rs)+(l—r—s+rs)| =1

A

Priklad 10.3 Pomoci tvarovijch funkci na ctyrihelnikovém proku (Obr.[23) se ctyrmi
rohovgmi uzly v bodech [x;, y;] = {[5, 4], [1,4], [0,1], [4,2]}, ve kterych byly vypocteny
posuny [u;, v;] = {[0.1,0.2], [0.15,—0.1], [0.1,—0.15], [0.2, —0.2]}, urcete polohu v glo-
bdlni souradnicové soustavé a posuny v bodé [r,s| = [1/5, 1/2].

Reseni VyuZijeme tvarové funkce z pitkladu m

1 11 176 3 4 3 4 1 6 1 63
=S"h(=,2)ai==|=-25+--2-14+--=-0 ..4}::3,15
! ; (5 2)95 4{5 2 ° 52 52 VT, 20

- 11 179 6 2 3 17
- hi(,)i:[-zl SR | 2}::34
y=2hilgg)u=gl5 it ity 5

X

>
L4

! ! i
T T T

0 1 2 3 4 :’)

o

Obrézek 22: Ctytihelnikovy prvek se ¢tyfmi uzly.
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a podobné pro posuny

4 11 179 6 2 3
=> hi(=,z)ui=-|=-01+--0154+--014+=--02[ =01
U (52>u 4[50+505+50+50] 0.13

11 179 6 2 3
U:th‘( >UZ':— {5-0.2+5-0.1+5-0.15+5-O.2} = —0.165

Pro vypocet deformaci potiebujeme derivace posunti podle globédlnich souradnic x
a y (geometrické rovnice (2a))).

_8u _81} _8u ov

€ ox Eyy ay Vay ay+ax ( )

Tyto derivace lze ziskat pomoci derivace inverze tvarovych funkci. P¥imy vypocet téchto
inverzi ovsem neni vzdy snadny. Proto se provadi inverze matice derivaci v lokalnim
systému, tzv. Jacobianu. Pomoci Tetizkového pravidla pro libovolnou funkci f dvou
proménnych x a y zavislych na r a s mame

Of _0f oz 9f dy

- _ 2 L 51
Jor  OxJdr 0Oyor (51)
af o0fox Of dy
— ==+ === 52
ds Oz 0s * dy 0s (52)
a tedy vztah mezi derivacemi miizeme zapsat jako
of Jx 0Oy af
a9 . a9 o o
or L _ | or or Or L oz zapiseme jako of =J of (53)
or (| ox oy || or or e
Js ds 0s oy
Pro vypocet derivaci v globalnim systému pak staci provést zminovanou inverzi.
o o
of — J*ll (54)
ox or

Priklad 10.4 Pro prvek z prikladu [10.5 vypoctéte ve stejném bodé Jacobiho matici a
jeji inverzi.

ResSeni Potfebujeme vypoéist derivaci u podle . Musime nejprve sestavit Jacobiho
matici, a k tomu potrebujeme derivace tvarovych funkci podle lokdlnich souradnic.

%_1+3 %__14—3 %__1—3 %_1—3
or 4 or 4 or 4 or 4

%_1+7‘ %_1—7“ %__1—7“ %__1—1—7"
ds 4 ds 4 Os 4 Os 4
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Jacobiho matici sestavime kombinaci téchto derivaci. Napriklad

Dosadime bod [r, s] =

%
or
@
0s
%
or
%
0s

Po dosazeni bodu [r,

a vypocet inverze Jacobiho matice je pak

<2 =1 0)
1 5-—r
1 2

19 —4r +s

4
Ox az‘; hit 24: oh;
_—— = I‘Z»
or or = or
[1/5,1/2]
1+ s 1+ s 1—s 1—s
- .1 = . .4
4 g 4 4 0+ 4
1+7r 1—7r 1—7r 1+7r
. 1= .0 — 4
4 i 4 4 0 4
1+ s 1+ s 1—s 1—s
o4 — _ .1 )
4 4 4 4
1+7r 4+1—r 1—r 1+7r
4 4 4 4
s| =[1/5, 1/2] méme
9 l=s 9 1
-[1 2]
2 4 2 5
1 L=l 0) (1 1=s 1
~ §r 2 ~ —87‘5 2
(% 54 0 1 0 19146+
N<1 Los _%4 0 >N<1 0
0 1 19—4r+s 19—4r+s O 1
5—1r s—1 _L 96 —10 |
-2 8 187 | —40 160 |

60

=2
1
2
B 1—s
4
b=
4
0
1
10—2r 25—2
19—4r+s  19—4r+s
—4 16 )
19—4r+s 19—4r+s
0.5134 —0.0535
—0.2139 0.8556
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11 Izoparametrické prvky II

Priklad 11.1 Pro prvek z prikladu [10.5 vypoctéte ve stejném bodé deformaci.
ResSeni Potfebujeme vypocist derivace u podle .

ou I ou

ox 7 or
Musime nejprve sestavit Jacobiho matici a jeji inverzi. To jsme ale jiz ucinili v pri-
kladu [10.4] Déle potfebujeme derivaci posunu podle r. Mame tedy

ou 1 0h; ou 1 0h; v 1 0h; v 1 0h;
b Skl B wD St N Dbt S Hap Dl
coz lze zapsat maticové takto
ou i i
? Ll 1+s “1-s —1+s 1-3s {u e }T
Ju (4| 1+r 1—7r —1+47r —1-7 | L
0s
ov . -
? _1 14s —=1—s5s —1+s 1—3s {U . }T
v 4| l+r 1—r —1+47r —1—7| R
0s
My ovsem pottrebujeme derivace podle @
ou i o [ m
? B 1 5—r s—1 1+s —-1—-s —1+s 1-s U
ou _2(19—4r+s)_ -2 8 |[1+r 1—-r —1+47r —1-71]| us
dy Uy
ov i o [ un
? B 1 5—r s—1 1+s —1—s —1+s 1-—s Uy
v _2(19—4r+s)_ -2 8 |[14+r 1—-r —1+r —1-7r]| vs
dy Uy
Vektor deformace lze pak zapsat takto
ou
o O A
fol— Ey = % :Bu
w )| oo
or 0Oy
kde @ = [ula U1, U2, V2, U3, V3, U4, U4]T a
1 4 —2r +6s 0 —6+2r —4s 0
B:219 1 0 6+ 8 — 2s 0 10 — 8 + 2s
(19=4r+5) | 618 25 4—2r +65 10—8r+25 —6+2r —4s
—4 +4s 0 6 — 6s 0
0 —6 + 8r —2s 0 —10 — 8r + 2s
—6+8r —2s —4 +4s —10 — 8r + 2s 6 — 6s
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Po dosazeni uzlovych posunti do @ a bodu [r,s] = [1/5, 1/2] do matice B dostavdme

0.1765 0  —0.2032 0 —0.0535 0 0.0802 0
B = 0 0.1765 0 0.2513 0 —0.1444 0 —0.2834 | m™!
0.1765 0.1765 0.2513 —0.2032 —0.1444 —0.0535 —0.2834 0.0802

T
fa:{o.1 02 015 —-0.1 0.1 —0.15 0.2 —0.2} m
—0.00214
e=Ba=1{ 001791
—0.03877

Piiklad 11.2 Pro prvek z prikladu [10.3 vypoctéte matici tuhosti pomoci ¢tyrbodové
Gaussovy integrace, uvaZujte rovinnou napjatost a modul pruznosti E = 30 GPa, Pois-
sonovo cislo v = 0.2 a tloustku t = 1 m.

ResSeni Potfebujeme vypodist integral v globalni soufadnicovém systému zy, ale po-
moci determinantu Jacobiho matice (Jacobidnu) jej pfevedeme do lokdlniho souradni-
cového systému prvku rs

1 1
K= /BTCB dv = // BTCBdady = t/ BTCB det(J) drds
\% 1% -1 -

1

Jediné, co nezname, je elasticka matice C' a také jesté nemame vypocteny Jacobian.
Budeme uvazovat rovinnou napjatost, pro kterou plati

E

T2

(&

1
v
0

[ AN
[

L\D‘|©©
N

Determinant Jacobiho matice je

4 2 4 8

Ls —r 11— 441
det(J)—detq 5,,D—2-5 r_llzs sodra 19

L N

4
4
Nyni je potieba provést numerickou integraci. Oznac¢me

F(r,s) =tBTCBdet(J)
Pro ¢tyrbodovou Gaussovu integraci plati (podle Tab. [2 na strané , 2x2 body)

e ) )
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Vyslednd matice tuhosti je nasledujici

[ 11.232  1.935 -3.171  —-0.663 —2.627 —-3.707 —5.435  2.435
1.935 16.061 2.462 5.688 —3.707 -3.376 —0.690 —18.373
—3.171  2.462 17.643 —7.817 —-2.306 —1.334 —12.166 6.689
—0.663 5.688  —7.817 26494 1.7917 —-13.761 6.689 —18.421
—2.627 —=3.707 —2.306 1.791 8.885 2.418 -3.953 —0.502
—-3.707 —-3.376 —1.334 —13.761 2.418 12.602 2.623 4.535
—-5.435 —0.690 —12.166 6.689 —3.953  2.623 21.554  —8.622
2435 —18.373 6.689 —18.421 —-0.502 4.535 —8.622  32.260

-10°N/m

Vysledek neni pfesnd hodnota integralu, ackoliv aproximacni funkce jsou linedrni
a jejich soudin je pouze kvadraticky. Inverze Jacobidnu do vyrazu piidava cleny r—1
¢i 57! a podobné, které Gaussova integrace nepokryva. MiZeme tedy pro zajimavost

zkusit integraci pomoci deviti bodu (opét podle Tab. 2] I 3x3 body)

w33 (53 53 () 35 (V5 -15)
o) pran i)
()i i e ()

Vyslednd matice tuhosti je nasledujici

11.265  1.928 -3.192 —-0.659 —-2.602 —-3.711 —5.471 2.442
1.928  16.136 2.466 5.641 —3.711 —-3.321 —0.683 —18.456
—-3.192  2.466 17.656  —7.819 —-2.321 —-1.331 —12.143 6.685
—0.659  5.641 —7.819 26.524 1.794 —13.796 6.685 —18.369
—-2.602 —-3.711 -—-2.321 1.794 8.903 2.415 —-3.979 —0.497
—-3.711 -3.321 —-1.331 —-13.796 2.415 12.641 2.628 4.476
—5.471 —-0.683 —12.143 6.685 —3.979  2.628 21.594 —8.630
2442 —18.456  6.685 —18.369 —0.497 4.476 —8.630  32.349 |

-10°N/m

Oproti ¢tyrbodové integraci ziskdvame maximalni rozdil asi 1.6%. Ani tato matice vSak
neni presnd. Oproti 25 bodové (a stéle nepfesné) integraci je maximalni zména 0.025%.
Presnou c¢tyrbodovou integraci bychom ziskali napr. pro konstantni Jacobiho matici,
kterou obdrzime napr. pri zachovani obdélnikového tvaru prvku. |

Priklad 11.3 Pro prvek z prikladu vypoctéte zatéZovaci vektor zpiisobeny vlastni
tihou ve sméru —y. UvaZujte hustotu materidlu p = 2500 kg/m> a gravitacni zrychlend
g=9.81m/s*.
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ResSeni Opét potFebujeme vypodist integral v globalnim soufadnicovém systému, ktery
nahradime integralem v lokdlnim souradnicovém systému prvku pomoci determinantu
Jacobiho matice
11
R-— /HdeV - //Hdexdy - t//Hdeet(J) drds
v v S1-

1

Matice H vyjadiuje posuny v zavislosti na parametrech deformacniho stavu, tedy podle

rovnice

[ (1+7)(1+s) 0 1
0 (14+7r)(1+s)
(1—7r)(1+s) 0
r 1 0 (I—=r)(1+s)
H T4 =r)(1-s) 0
0 (1—=r)(1—y9)
(1+7)(1—s) 0
I 0 (1+r)(1—2s) |

a vektor f je pak mérna objemova sila ve sméru x a y

f:{—(;g}

Nyni je potieba provést numerickou integraci. Oznac¢me
F(r,s) =tH" fdet(J)

potom pro ¢tyfbodovou Gaussovu integraci plati

s (B ) () o ) o)

Vysledny zatézovaci vektor je nasledujici

0
—55.18
0
—63.36
0
—61.31
0
—53.14

Tentokrat je feSeni presné, protoze vyraz obsahuje pouze polynomy v r a s do stupné
3 vcetné. Kontrola je mozna tim, Ze se¢teme sily ve sméru y, a ty by se mély rovnat
soucinu objemu prvku, hustoty a zrychleni. Plocha prvku je piesné S = 9.5m?

55.18 + 63.36 + 61.31 4 53.14 = 232.99 kN
Stpg =9.5-1-2500-9.81 = 232.99 kN
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