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1 Statistické aspekty modernich kompozitnich materiald

1 Uvod

Mezi nejtezreji pouzivané materidly ve stavebnictviipdteton a jiné podobné kom-
pozity na bazi cementu. Jedna se o vysoce heterogenni éatéxiazikehkym cho-
vanim. Tyto materialy maji diky svym vlastnostem a vyrolechinologii velmi Siroky
rozsah pouzitelnosti. Jejich hlavni vyhodou je moZnostitial vyvoje a pizptisobeni
novym funkénim pozadavklim vychézejicim z novych zptisobll poukitinstrukcich
(zdokonalené materialy na bazi cementu, textilni bet@knbbeton, vysokohodnotny
beton, kompozity s tahovym ztuZzenim atd.).

PredloZena dizertni prace je zagfena na vybrané statistické aspekty kompozit
s kvazikehkou matrici, pedevsim kompozitli vyztuZenych nestrukturovanou knatko
vyztuzi (dratkobetony, vlaknobetony) a strukturovanomtuyi (klasicka betorféka
vyztuz, gredpinaci vyztuZ, textilni rohoZe z vysokopevnostnictzkia Zakladnim
poZadavkem u modernich kompozitli je duktilni odezva v p@Eddazi zaéZzovani,
ktera avizuje celkovou poruchu konstarkho prvku rozvojem velkého mnozstvi mi-
krotrhlin doprovazenym zriimou disipaci energie.

Beton vyztuzeny kratkymi viakny (FRC — Fiber Reinforced Cate) je relative
novy material, ktery rozsije aplik&ni moznosti betonu. V dnesni dole Bzré
vyuzivan nap. pii vyrobé priimyslovych podlah. Vladkna ve vlaknobetonu poziivn
ovliviuji makroskopické chovani kompozitu a zvySuiji tlakovoatzovou pevnost, tu-
host, lomovou houZevnatost, razovou houZevnatost, attbtdachovéani je dosazeno
pridanim relativie malého mnozstvi (1-3 %) vldken do betonové&smViakna jsou
v dnesni dob vyralena z mnoha materilti rtiznych vlastnosti: ocel, alleistentni
sklo, aramid, uhlikova vlakna (carbon) atd. ZkuSenostzukiaze tento objemovy po-
dil viaken dokaze efektivinpremostit vznikajici trhliny a zajisti rozvoj mnoha rozpro-
stfenych mikrotrhlin. To umoiuje disipovat @tSi mnoZstvi energig’@d dosazenim
poruchy konstrukce.

Vyvojem textilniho betonu se aktienzabyvaji napiklad pracovnici dvou @mec-
kych pracovist (Cachy, Drazd'any), kiemimo jiné vyvijeji vyztuzné textilie ze skla,
karbonu, polypropylenu a aramidu. Zkoumani technologieby uvedenych kom-
vyrobu vyztuznych textilii, se skladaji z velkého mnozstiéken (stovky az tisice)
o praméru viadu desitek mikrometrll. Tyto textilie se baggji pouzivaji jako ne-
nosna vyztuz ndp pro vyrobu fasadnich paneld, potrubi, vyztuZeni tehkyrstev
(omitek) k zachyceni rozvoje mikrotrhlin, u rekonstrukcgesilovani konstrukci aj.
Zejména Ize vyzdvihnout tvarovou flexibilitu konstrukcianstrukcnich prvkt f].

Jednou z nejdlle&{Sich vlastnosti kompozitti pro navrh konstrukci je jejia-
terialova pevnost a odolnost protiéii trhlin spolu s velkym deforntaim rozsahem
pfi malém poklesu nominalniho nap. Schopnost predikce pevnosti je tedy zcela
zasadni pro bezgay a ekonomicky navrh konstrukci. Velky problém, se ktergen
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Statistické aspekty modernich kompozitnich materiald 2

Obrazek 1: Prototyp konstrukce z textilniho betonu (Aaghieh

modely pro predikci pevnosti museji potykat, je vysoka agftelnost vnitni materi-
alové struktury, jeji nahodilost a zéiay rozptyl vlastnosti materialovych komponent.
Tyto faktory hraji vyznamnou roliip zplisobu penaSeni namahani uviniaterialu a
urita asynchronnost rozvoje poruseni pramenici z heteitygeaterialu je hlavnim
dtivodem specifické mechanické odezvy kompozitd.

Pravépodobnostni predikce odezvy kompozitu s kvéatilkkou nebo kehkou ma-
trici je dblezita pro bezgmy a ekonomicky navrh konstrukce &chto materiald.
Spravny navrh konstrukce je podrémvolbou vhodného numerického modelu a ma-
teridlovych parametrll, které umudji porozungét komplikovanym jevlim probihaji-
cim v kompozitech. Z dlivodu problematického beapgho navrhu konstrukce a ne-
existence normativnichfedpistl tyto materialy zatim nejso@h® pouzivany jako
nosna vyztuz konstruich prvkll (kroné nékterych experimentalnich konstrukci).
Proto se vyuZiva kombinace obou zplisobll vyztuzovanbgdkou ocelovou vyztuzi,
tak vlakny (@ip. dratky). Zkoumani&chto materialli sfihlédnutim ke statistickym
aspektlim je dllezité pro vyvoj normativnicfedpisti a standardizaci navrhovych po-
stupl.

Prace se v kapitole 2 zabyvatenim statistik a pravipodobnostniho rozteni
nahodného ptu vldken, kotevni délky a Uhlu nateni vldken pemostujicich trh-
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3 Statistické aspekty modernich kompozitnich materiald

Obrézek 2: Most z textilniho betonu v Kempten (Allgau), @1k m, vyroba lami-
novanim a stkanim.

linu. Od uvazovani nejjednodussihibgadu, kdy jsou kratka vlakna rovn@me roz-
mis&na uvnit kompozitu a zastoupeni Ghlt ndtmni vidken je uvazovano také rovno-
mérné. Dal3im krokem je zahrnuti vlivli (fapkrajii nebo vyrobnich procest), které
urcitym zplisobem ovlivni rovnogrnost polohy nebo nateni vidken.

Sila g'enasena kompozitem poruSenym trhlinou zavisi na intéra&ezi viaknem
a matrici. U skleBnych vlaken jsou to parametry — polémmira kontaktu s matrici
(contact fraction), volna délka (bond free length) a reldtiprotazeni vliaknaied
jeho aktivaci (slack). V praci je popsan zplisob ziskarissiekych dat z experimentt
(viz kapitola 3), provedenych nakolika typech svazkl ski@&mych vlidken zalitych
v cementové matrici, pé¢ébnych pro funkci odezvy svazku vytahovaného z matrice.
Tato vlakna jsou pouzivandgudevsim jako strukturovana vyztuz ve farwyztuznych
textilii (textilni beton).

Pro odhad $edni hodnoty odezvy vidkna nebo svazku, ktera je funkcihmano
nezavislych nahodnych véln, je pouzit vyp@et pomoci vicerozérnych pravépo-
dobnostnich integralll, viz kapitola 4. Pokila patitatova implementace programu
pro vypciet €chto integralll je provedena v programovacim jazyce Ry&0.
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Statistické aspekty modernich kompozitnich materiald 4

2 Kompozit s kratkymi vliakny poruseny trhlinou

V této kapitole bude popsan postugeani p&tu viaken pemostujicich rovinu trhliny
na zakla@: (a) znamé geometrie vzorku a vlaken a jejich objemovéniypadb) na-
hodné polohy a nat®ni viakna uvnitFRC vzorku. Bude popsana geometrie vzorku a
vlakna, zplisob definovani polohy vidkna a jeho Batd a vypéet pravépodobnosti
priiniku vldkna s rovinou trhliny. Odvozené analytickéals jsou oéfeny numeric-
kymi simulacemi na konkrétnim vzorku a vysledné hodnoty jseedeny v posledni
casti této kapitoly.

Predpoklady pouZité v této kapitole jsou: (i) mozné priinikgken uvnit kom-
pozitu jsou ignorovany vzhledem k relat&malému objemovému podilu viaken a
tudiz jsou vlakna uvazovana nezavisla; (i) i@oi a poloha viaken je homogenni
uvnitf celého objemu, tj. neuvazujeme fiapavislost natéeni vlaken ve siru toku
smeési (viz [7] a [13)); (iii) neuvaZzujeme shluky vlaken, které mohou vzniknb&hem
vyrobniho procesu.

2.1 Geometrie nahod®@ rozmis&nych vldken

Poloha a orientace kazdého vladkna uktiitrozmérného viakny vyztuzeného vzorku
mdiZe byt popsana pomoci promennych. Kompozit je uvazovan jako kvadr o ob-
jemuV; = L,L,L, (viz obr. 3a). VSechnyfi délky stran jsou uvazovany delSi nez
dvojnasobek délky vlakn& Patatek sotadného systému je umést v misé fezné
roviny a posun vzorku je prov&a ve snéru osyz 0 posund zatimco sotadny sys-
tém zUstava nezémén (posun’ sphuje podminkyd| < L, /2). Kazdé viakno mlze
byt definovano pomociitkartézskych saiadnic polohy edu vlanar, y az a parem
nezavislych ahld jeho nateni, viz obr. 3. Ze vSech moznych dvojic Ghld byl zvolen
(i) uhel ¢, mezi viaknem a osou a (i) Uhely, mezi viaknem a osoy, viz obr. 3c.
Predpokladame nahodné rozngist a natéeni viaken uvnitobjemu vzorku, a proto
s ttmito peti geometrickymi deskriptory pracujeme jako s nahodnysfitinami.

Predpokladejme, Ze i®dy vlaken jsou zcela rovnaameé rozmisény uvnit ob-
jemu vzorku (okraje vzorku nemaji vliv na umstfi, viz obr. 4). Natéeni vlidken a
soufadnice polohy jejich $ediliz, y a2 jsou nezavislé vetiny.

Abychom mohli najit rozdlovaci funkci dvou Ghlt, které vedou k rovnémému
zastoupeni vSech moznych nétai vliaken, definujeme hustotu pré&mbdobnosti
Uhlu ¢, jako:

| singp, proy, € <0; %>
a hustotu Uhly,:
1 .
_f gsing,  pro g, € (0;m)
f<Py (50!/) - { 0 Jlnak (2)
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5 Statistické aspekty modernich kompozitnich materiald

Obrazek 3: Geometrie — (a) Umésti sotiadného systému uviitvzorku o ob-
jemuL,L,L.. (b) Popis natéeni vldkna pro ptitaCové simulacel, = ¢cos(¢.),
L, = {sin(0)sin(p,), £, = Lcos(8)sin(p,). (c) Popis natdeni vlidkna vzhledem
k souradnym osam (Uhly), = £ cos(¢z), £y = £cos(py), £, = £cos(p.).

Obrézek 4: VIakny vyztuZeny vzorek simulovany metodou Madéarlo — pohled ve
smeéru osyy. Vlakna mohou pesahovat okraje vzorku.

Poznamenejme, Zdigpotitatovém generovani je vhodné pracovat s Uhferov-
nomerré roz&lenym na intervalgo, 2) misto Ghlug,,, viz obr. 3b.

Na zakla@ znalosti hustot dvou nezavislych Ghlt mlizeme sestduitZzené hus-
toty prav@epodobnosti polohy a nateni viakna. Sdruzena hustota prapddobnosti
vSech [@ti nezavislych veliin polohy a natdeni je dana sdlinem g@ti marginalnich
hustot:

o osin(g,) 1 .
fmyz(pwgoy (xvyazasozasoy) 7SIH(¢I)TLxTyLz ( )

Z této sdruzené hustoty je snadné ziskaf faystotu nahodné véiny = (nahodna
poloha vlakna vzhledem k 0s9. Toto roz@&leni je rovnordrné na intervaliy'

L, . L,
S <—7+5,+2 +5> (4)
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Statistické aspekty modernich kompozitnich materiald 6

Zbyvajici dw sotfadnice jsou rovnorne rozclené na intervalu:

L L
Si_<_7a+7> )

kdei je bud’ souwadnicey neboz. Marginalni hustota vatiny x ma tvar:

1
fgc (.13):{ % pI'O“JTGSﬁ (6)

Pétiroznerna oblast identifikovanych nahodnych ¢alije specifikovana v rovni-
cich (1), (2), (4), (5). Spravnost sdruzené hustoty pgaediobnosti mliZzeme snadno
OVE&it integraci fes vSech gt nahodnych vdlin, vysledna hodnota se musi rovnat
jedné.

VySe specifikovana sdruzena hustota pepatiobnosti (3) plati pro obecny 3D
pripad. Dale se budeme zabyvat poukpadem, ve kterém jeezna rovina (trhlina)
kolma na osur (viz obr. 3a). V tomto konkrétnimffpace vysledky nezavisi na sou-
fadnicich polohy $eduy a z a na natdeniy,. Dale proto budeme sdadnicey a
z a Uhel natéeni¢, ignorovat. Poloha vlakna mlize byt popséana pomoci sdruzené
hustoty pravépodobnosti dvojice velin z a ... Upravené sdruzené hustoty pravd
podobnosti mohou byt ziskany z (3) integraidpvSechna mozna = ap,.. Sdruzena
hustota pravépodobnosti ma potom tvar:

g (1,) = 20r) )

2.2 Pravdépodobnost prliniku viakna s rovinou

Abychom mohli vyp@itat silu fenasenou vlakny, musime stanovit celkovg@iovla-
ken k premostujicich trhlinu (rovinu). Tento @etk je nahodna vefiina. Ulohu pro
vypotet roze@leni pd&tu viakenk z celkového potu vlidkenn uvnitf kompozitu mize
byt zjednoduSena na Glohu vyita pravé@podobnosti priiniku jednoho viakna s rovi-
nou. Jakmile zname tuto pra®dodobnosp pro uitou polohu roviny, mtizeme pro
pocet vidkenk pouZit binomické rozéleni. Podminka priiniku vidkna s rovinou je:

1 1
—iﬂcosgomgxgiﬂcosgow (8)
kde ¢ cos(ip,) je prumét vidkna do osyr. Tuto podminku miiZzeme zapsat pomoci

indikatorové funkcel 4 (z). Indikatorova funkce signalizuje vyskyt prvkXi v pod-
mnozirg A, nabyva hodnotu pro vSechny prvky uvnitA (prtinik) a hodnotw pro
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7 Statistické aspekty modernich kompozitnich materiald

vSechnytleny X mimo podmnozinud. Matematicky miizeme pouzit nasledujici in-
dikatorovou funkci:

L (o) = 1a (5 Ccos) bl ©)

Poznamenejme, Ze uvaZujeme velmi tenké vlakno, a prot@idiseru je v indikato-
rové funkci zanedban. Poloha trhliny neni uvazovana v lwesdiedni blizkosti okrajti
vzorku, ale ve vzdalenostiesahujici délku vliaknéy 2.

Dale budeme pro zjednoduSeni zapisu pouzivat nasledajieteni veltin L =
L,ap=y,.

Prava@podobnost priiniku viakna s rovinou trhliny se vifié jako integral sdru-
Zené hustoty (7), vynasobeny indikatorovou funkéésovSsechny mozné polohya
nataeniy:

5 Lo
i L
p= / / SH;'O 14 <§ cosp — |az|> dxde (10)
0 ,%+5

Je-li poloha roviny od hranice vzorku o polovinu délky viakj. v intervalu I:
o] < % (L — ¢), pravcépodobnost protnuti vidkna je nezavisla na poldzeviny
vzhledem k &zisti vzorku feSeni rovnice (10) ma tvar:

pr(6;¢4; L) =p ;L) = (11)

17
2L
Na intervalu Il v blizkosti okrajti vzorkd, tj. pr@| >
nost sniZzuje podle vztahu:

1 (L - 1), se pravépodob-

1
pu (6;4;L) = — [¢* —3L* — 460 + 2L¢
40L
(L — 26)° (12)
1262 4 200
+ 12L6 — 126°] + 57T

V limit&, kdys = £, pravdépodobnost klesa na hodngtu= 2 £.

2.3 Pcet vlaken protinajicich rovinu

Nyni se budeme zabyvat@enim p@tu vliakenk z celkového p6tun uvnitf vzorku,
ktera protinaji rovinu (trhlinu) (viz obr. 5). Celkovy pet vlakenn uvnitf kompo-
zitu mliZeme vypoitat z objemového podilu vidken, objemu jednoho viakn&: a
celkového objemu vzorku;:

nVe  nAgl A.L

TV T AL T A

(13)
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Statistické aspekty modernich kompozitnich materiald 8

a)

Obrazek 5: (a) Vlakna nahodrrozmiséna uvnit 3D objemu protnutého rovinou
(trhlinou). (b) Pohled n&eznou rovinu — tvar pri@zové plochy viaken.

kde A je prtfezova plocha jednoho vlakna4 je prifezova plocha vzorki, L.

Procesfezani vzorku obsahujicihe vidken miiZze byt modelovan jako neza-
vislych Bernoulliho pokust s praggpodobnosti Gsichup. Prav@podobnosp pri-
niku vlakna s rovinou byla odvozena vguchoziCasti a nabyva hodnot z intervalu
(0,1). N&hodné vetiinak mé potom binomické rozdeniBi(n, p) a pravéépodob-
nostni funkcep,, nahodného ptiu £k ma tvar:

e =P(K = k) = (Z)pk(l -p)"Y (14)

Pro stedni hodnotu a rozptyl fau viaken protinajicich rovinu plati:

" (15)

Elk]=p
=op=np(l—p)

k
D[k] =0}
Toto binomické rozdleni miiZe byt aproximovano Poissonovym r@edim s para-
metrem\ = np. Rozkleni p&tu k muZe byt také aproximovano normalnim réfet
nim se stedni hodnotou a rozptylem definovanymi v rovnici (15) (vir.o7).

2.4 Geometrie vlaken protinajicich rovinu

V této casti budeme zkoumat rozléni (i) nahodného Uhlu a (ii) kotevni délky vidken
protinajicich rovinu trhliny. Bpomeaime, Ze jsou zde uvedeny vysledky pro rovinu
umisgénou mimo okrajové zony, tj. v intervalu |o( < % (L —0)). Definujme dé
nahodné vetiny: (i) Uhelp. vldkna, které protiné rovinu a (ii) kotevni délky, coz

je kratSi z délelvlakna premostujiciho trhlinu nachéazejici se nalevo nebo napoalo
trhliny (obr. 6).
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9 Statistické aspekty modernich kompozitnich materiald

w w
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Obrazek 6: Vlevo: VIdkno protinajici rovinu trhliny. VpravTrhlina flemosénak
vlakny. (. — kotevni délkay — Sika rozeveni trhliny,¢. — Ghel natéeni viakna pro-
tinajiciho rovinu,P; — sila glenasSena jednim vlaknem, — sila flenasen# vlakny)

Hustota pravépodobnosti Ghly,. mizZe byt ziskana integrovanim sdruzené hus-
toty pravé@podobnosti (7), nasobené indikatorovou funkci aélgda pravépodob-
nostip;, pres oblast (tj. interval S, (4)):

1 1
o) = o [ o) 1a (G cose = [al) (16)
Sw
Hustota pravépodobnosti thly., pod kterym vladkna protinaji rovinu je:
_J sin(2¢c) pro g € <0; g>
f@c (QOC) - { 0 jinak (17)

Potom stedni hodnota-tmediar=modulus) Ghlup. je:

E [SOC] =

\w\ﬂ

e sin (2¢¢) dpe = % (18)
=0
Jinymi slovy, nejfrekventova#)Si thel vlidken protinajicich rovinu je 450z je po-

meérreé negiznivy Uhel pro penos sily viakny.
Kotevni délka vlaknd, se vyp@ita ze znamé polohyfedu vidknar a jeho nato-

ceniyp, jako:
l. = max (O , L ﬂ) (29)
2 cospy

Kotevni délkal,, ve stedniCasti nosniku (interval I, pro @varianty), ma rovnogrné
rozcéleni na intervalyo, %) s hustotou pravépodobnosti:

2

fe. (Le) = 7 (20)
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Statistické aspekty modernich kompozitnich materiald 10

a stedni hodnota je potom:

1
Elt] =5t (21)
4
SdruZena hustota pra&dodobnosti dvojiced. a £.) mliZze byt jednoduse sestavena,
pro stednic¢ast vzorku (interval 1), jako sdin marginalnich hustot, tj. s@in vyrazl
(17) a (20).

2.5 Numericky priklad — pocet vlaken gremost'ujicich trhlinu

Pro oweni vySe ziskanych analytickych vysledkd byly provedeagnerické simu-
lace. UvaZzujme vzorek o rozmechL, = 0.1 m, L, = L, = 0.04 m a délku dratkd

¢ = 0.01 m, pranerd; = 0.3 mm, pcet vldkenn = 1997 (tento p&et odpovida
objemovému podilw; = 1.5 %) afezna rovina je umigha v &zisti vzorkus = 0.
Prava@podobnost priiniku viakna s rovinou trhliny (11)je= 0.05. Bylo provedeno
10 000 Monte Carlo simulaci a ziskany histogram je mozné ivétre aproximo-
vat pomoci rozdleni zmi@nych vcasti 2.3 (binomické, Poissonovo a normalni — viz
obr. 7). Stedni hodnota a sérodatna odchylka @tu vlaken protinajicich rovinu je
pro vSechna rozeni giblizné u ~ 169.7 ac ~ 12.8.

350 ;
300 TN —— Binomial |

250 /

) N -- Normal |
‘gZOO R

£ 150} |
>0

100F

| *
‘ I lin

0
100 120 140 160 180 200 220
pocet vlaken k

T
r
-y

Poisson

Obrazek 7: Histogram nahodnéhotpo viaken protinajicich rovinu — aproximace
pomoci binomického, Poissonova a normalniho ébeali.

Vysledky kapitoly byly publikovany v jednom recenzovanéasopise §] a na
nékolika lokalnich ®, 10, 11] i zahran&nich konferencichg, 12).
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11 Statistické aspekty modernich kompozitnich materialli

3 Statistické vyhodnoceni parametrii svazk{ vlaken

Tato kapitola popisuje statistické vyhodnoceni experit@lanch dat svazkl skién
nych vladken zalitych v cementové matrici a ziskani histogravelicin pofebnych
pro prav@podobnostni vypiet odezvy vlakna vytahovaného z matrice (pullout). Tato
vlakna jsou obvykle vyuzivana jako strukturovana vyztukorené textilii (textilni be-
ton). Vyhodnoceni mikrostruktury v prézu vlidkna bylo prov&ho pomoci analyzy
obrazovych dat ziskanych elektronovym mikroskopem. YMBidi(Yarn-Matrix-
Bond Microstructure analysis) je program pro analyzu nsknaktury svazku vidken,
ktery vznikl khem mého studijniho pobytu na RWTH Aachen pod vedenim B Ro
tislava Chudoby z katedry konstréiho betonu fakulty stavebni.

3.1 Experimentalni data

Data jsou ziskana ze vzorkl svazk{ séleych viaken zalitych do cementové matrice.
Vzorek skle@ného vlakna zalitého do matrice je zbruSovan po Usecich.6cam a
pomoci elektronového mikroskopu (SEM) jsou tyazy (obr. 8) snimany a ziskané
snimky jsou analyzovany pomoci softwaru vyvijeného na RWABIdhen (Ustav geo-
dézie), ktery identifikuje polohu vidkna, jeho poléminformace o kontaktu s matrici
a propojeni jednotlivych viaken mezy. Celkoe je k dispozici 14ezl pro kazdy
svazek vldken (délka vzorku je tedyilpizné 7 mm). Piprava vzorkd a zplisob iden-
tifikace je detail@ji popséan \&lanku [p).

Experimenty jsou provedeny na&kolika typech viaken. V této kapitole budou
uvedeny vysledky dvou typl: (i) MAG a (ii) VET. Svazek MAG rkéuhovy priiez
a je tvden @iblizné ng = 1750 vlakny, kterd jsou stazena omotéavkou. Toto stazeni
sniZuje schopnost proniknuti matrice k wnitm viakntim svazku. Svazek VET je plo-
chy svazek tveny asin; = 1450 vlakny, ktera jsou rozvokena, coz umaiuje lepsi
penetraci matrice do svazku.

Obrazek 8: Snimky elektronovym mikroskopéezu svazku vlaken. Vlevo: MAG,
vpravo: VET.

Teze dizertani prace
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Na obrazku 9 jsou z naidentifikovanych daénpe sestaveny geometrické modely
svazkl vlaken a na jednotlivych viaknech je zobrazena kdrdaktu s matrici (0 —
bez kontaktu, 1 — dokonaly kontakt). Na peau svazku MAG (obr. 9 vievo) je véd
velké mnoZstvi vlaken bez kontaktu, ktera jsou obalenademnkstvou vidken, ktera
jsou v kontaktu s matrici. Na svazku VET (obr. 9 vpravo)iejmé lepSi proniknuti
matrice dovnit svazku diky jeho provzdugmosti.

1.75

Y 6
.90
1.80 688 4.68

contact fraction contact fraction
0.00 0.143 0286 0.429 0.571 0.714 0.857 1.00 0.00 0.143 0.286 0.429 0.571 0.714 0.857 1.00

¥

Obrazek 9: Geometricky model obou typl vlidken z informdentifikovanych na
jednotlivych SEM snimcich. Vlevo: MAG, vpravo: VET. (0 — bleantaktu, 1 — doko-
naly kontakt)

3.2 Nahodné parametry interakce vlakna s matrici

V této Casti budou popsany statistiky parametril, a zptsobhjgjiskani, pro funkci
definujici vytahovani vlakna z matrice ziskané z experideith dat. Pomoci Spear-
manova koreléniho koeficientu je proveden odhad autokotelafunkce mezi daty
ziskanymi v jednotlivycliezech. Spearmanliv (neparametricky) karei&oeficient,
ktery se vypgita podle vztahu:

px,y = corr(X,Y) = COZS;/Y> = Bl(X — ij‘(:/ — )] (22)

kde X a Y jsou pdadovécisla gifazena hodnotam nahodné eally podle velikosti.

Predevsim néas zajima korélai koeficient hodnot miry kontaktu s matrici (obr. 10)
mezi jednotlivymifezy. Z odhadnutych autokorélaich funkci vyplyva, Ze vzdalenost
fezll neni @tsi nez autokoretai délka. Koreléni koeficient mezi ddma sousednimi
fezy u vldken MAG i VET je piblizné 0.5, mliZzeme tedgici, Ze hustotdezl je do-
stat€na a ziskana data jsou interpolovatelna.

Teze dizertani prace
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Obrazek 10: Odhad autokorétd funkce funkce miry kontaktu s matrici. Vlevo:
MAG, vpravo: VET.

Polomér

Z experimentalnich dat byly ziskany také statistiky paotnviakenr. Svazky typu
MAG maji stedni hodnoty:, = 1.314 - 10~2 mm a snérodatnou odchylke =
1.373 - 1072 mm a svazky VET maji s&dni hodnoty:, = 1.359 - 10~2 mm a sn&é-
rodatnou odchylkww = 1.567 - 102 mm. Histogramy polor@rli na obr. 11 jsou
sestaveny ze vSech narenych hodnot na svazke=(20 000).

350 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 300
300} ] 250k
& 2501 & 200}
2 ool g
g 200 § oo
% 150} %
& 100f & 100f
50 1 508

0 | z 0 . . | ] .
0.008 0.010 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020 0.008 0.010 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020 0.022
radius radius

Obrazek 11: Histogramy polo@nll viaken ze v3echezll provedenych na svazku.
Vlevo: MAG, vpravo: VET.

Kontakt s matrici

Mira kontaktu s matrici (contact fraction) nabyva hodnotteivaluc € (0,1): 0 —
Zadny kontakt, 1 — dokonaly kontakt. Na histogramech (@)jelvidét, ze pro svazek
MAG ma velmi velké mnoZstvi viaken nulovy kontakt s matrigbfisobeno stazenim
svazku omotévkou a z toho vyplyvajici nizkou penetraci ivatio svazku), kdeZto
u svazku VET je kontakt s matrici rovn@megjsi (diky rozvol@nosti svazku).

Teze dizertani prace
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Obrazek 12: Histogramy miry kontaktu s matrici celého sua¥kevo: MAG, vpravo:
VET.

Volna délka

Trajektorie vldkna je dana propojenim naidentifikovanyt#ken v jednotlivychre-
zech pomoci linearni interpolace,¢ehoz se vychazifpodvozovani nasledujicich
veli€in — volna délka (bond free length) a vinitost (slack). dgdi parametrem,
ktery ovliviuje tyto d& hodnoty je limitni hodnota miry kontaktu,,, ktera udava
kdy je vlakno mozné povaZzovat za volné a kdy za uchycené. Raeme uvazovat
aim = 0.5. Volna délka vlakna (obr. 13) je definovana jako sumaidfl délek mezi
dvemarezyl;, mezi kterymi je mira kontaktus matrici mensi nez gita limitni hod-
notac;,,, tedy délka, na které vliakno neni uchyceno v matrici. Budevagovat de
volné délky: skuténa délkal; = 5 I; a délka ziskan& sumou prénd diEich délek
mezifezy do osyz, ls, = > l;. Na histogramech (obr. 14) je \Btu svazku MAG
zastoupeni velkého mnoZzstvi viaken volnych v celé délceleva

Obrazek 13: Vzorové vlakno s vyzéenymi hodnotami miry kontaktu s matrici a
z toho vyplyvajici volnou délkot,.. (cjim = 0.5)

Relativni protazeni vlakna pred jeho aktivaci

Relativni protazeni vlakna (slack)e zplisobeno jeho vinitosti (oddalujeiZaek [Fe-
nosu sily vlaknem) (obr. 15) a je dano vztahem:

_dz

=

(23)

Teze dizertani prace
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Obrazek 14: Histogram volnych délek vliaken vyhodnocehgau uprosied svazku.
Vlevo: MAG, vpravo: VET.

kdedz posun koncového bodu vidkna, aby do$lo k jeho napnigtij@ priimét délky
vldkna do osyr pred jeho napnutim. Histogramy na obr. 16 jsou z dat ziskamgch

sttednimfezu svazku.

L L
S d

Obrazek 15: Ugeni vinitosti pro vzorovy fipad segmentu vlakna bez kontaktu s ma-
trici.
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Obrazek 16: Histogram vinitosti vyhodnocen§ezu uprosid svazku. Vlevo: MAG,
vpravo: VET.
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3.3 YMBMicro

YMBMicro (Yarn-Matrix-Bond Microstructure analysis) jeopitatova aplikace ur-
¢ena pro analyzu experimentalnich dat ziskanych ze svazkén zalitych do ce-
mentové matrice, ktery byl vyt¥en v ramci dizerténi prace. Revaznacast vyvoje
této aplikace probihala8éhem stdZze na RWTH Aachen pod vedenim Dr. Chudoby.
Vysledky uvedené v dizertai praci byly vyp@teny v tomto programu.

Vysledky byly publikovany na dvou zahramich konferencichi], 2].

Teze dizertani prace
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4 Vypocet statistik funkce nezavislych ndhodnych ve-
licin

Odezva vldkna je funkci mnoha nezavislych nahodnycltivelHledaji se statistiky
funkce (nap. odezvy vlakna), aby bylo mozné predikovat hagifedni odezvu vlidkna
a zhodnotit jeji variabilitu. Problém lz&@vést na aproximaci praggodobnostnich
integralt. Cilem je navrZeni obecnéiam efektivni implementace kddu, ktery po-
tfebné pravdpodobnostniintegraly vygita. Cilem je vyp0et statistickych momentd
nahodné vetiiny  definované jako funkce proanné: a nahodnych vetiné, ... 6,,:

Q=4q(&01,...,0n) (24)
1-ty statisticky moment takovéto vélny je
ple) = [ a0 5(6) e (25)

JelikoZ jsou zde uvaZovany pouze nezavislé nahodnéinglimliZzeme sdruzenou
hustotu pravé@podobnostj(6) (PDF) nahradit sotinem jednorozr@rnych marginéal-
nich hustot

:/ / [q(:0)]" g1(61) . .. gn(6y,) dOy .. .d0,. (26)
[Sh (S

Integrace je provedena numericky pouzitim surfgspdiskretizovanou nahodnou ob-
last

Z Z ['91(61) ... gn(0) 26; ... AG, (27)

AG

4.1 Implementace v jazyce Python

V této ¢asti bude fedveden zplisob implementace funkce odezvy&hh,,, = 2
nahodnymi parametry a ¢ v programovacim jazyce Python:

q(es A &) =Ae-H(E—¢). (28)

kde H (x) je Heavisideova funkce, ktera vraci O pra< 0 a 1 proz > 0. Tato funkce
vraci na@ti pro dané fetvaenic linearré pruzného fehkého vldkna s tuhosh a
meznim petvarenimé.

Zapojime-li vice takovychto vlaken paralélrktera maji nAhodné materialové pa-
rametry), £, potom stedni hodnotu odezvy vldkna uvhévazku vypgitame jako:

=D ) a(E:0,6) gage AOLA, (29)
o ° H,—/_/_/
A Fe AG

Teze dizertani prace
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Nyni bude prezentovan algoritmus implementujici tuto ftifR9) v jazyce py-
thon. Nejprve jsou nadefinovany hustoty prapddobnosti parametrhi a £ — nor-
malni rozeéleni. V daldim kroku je defitini obor obou parameti@, a ©, rozcélen
naniy, = 20 ekvidistantnich hodnot, pro které je vygiena funkni hodnotay, a ge.

from scipy. stats . distributiongmport norm 1

import pylab as p # import plotting tool 2

from numpyimport vectorize, linspace, zeros_like, sign, sum as nsum 3

4

n_int = 20# number of discretization points 5

6

# set the mean and standard deviation of the two random végab 7

la_mean, la_stdev = 1.0, 0.2 8

xi_mean, xi_stdev = 10.0, 2.0 9

10

# construct the normal distributions and get the methods 11

# for the evaluation of the probability density functions 12

g_la = norm( loc = la_mean, scale = la_stdev ).pdf 13

g_xi = norm( loc = xi_mean, scale = xi_stdev ).pdf 14

15

# generate the grids for integration covering major part dfetrandom domains 16

Theta_la = linspace ( la_mean( 4 x la_stdev ), la_mean + ( 4 la_stdev ), n_int ) 17

Theta_xi = linspace ( xi_mean ( 4 x xi_stdev ), xi_mean + ( 4 xi_stdev ), n_int ) 18

19

# grid spacing 20

d_la = ( Theta_laf1] — Theta_la[0] ) / n_int 21

d_xi = ( Theta_xif-1] — Theta_xi[0] ) / n_int 22
Funkce odezvy je naimplementovana podle rovnice (28):

def Heaviside ( x ): 23

" Heaviside function ' 24

return x = 0 25

26

def q( e, la, xi ): 27

" Response function of a single fiber '’ 28

return la = e x Heaviside( xi— e ) 29

Pfiméa implementace rovnice (29) pomoidicdyklll je zde uvedena pouze pro ilu-
straci: jeden cyklus pro ziskani hodnot v jednotlivych kohitich getva‘eniche a dva
cykly pres definéni obor parametré®, a©,.

# prepare the sequence of the control strains in a numpy array 30
e_arr = linspace( 0, 20, 100 ) 31
# define an array of the same size as e_arr 32
mu_q_arr = zeros_like ( e_arr ) 33
34

def loop_mu_q_e(): 35
# loop over the control variable (strain) 36

for i, e in enumerate( e_arr ): 37
mu_g e = 0.0 # interim variable for the summed stress contributions 38

for la in Theta_la:# loop over lambda range (array of values) 39

for xi in Theta_xi:# loop over xi range (array of values) 40

dG=g_la( la )x g_xi( xi ) = d_la=* d_xi 41

Teze dizertani prace
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muqge+=gq(e, la, xi xdG 42
mu_g_arr[ i ] =muge 43

Tato implementace je velmi pomala v porovnani s jazykem CLEBOX). Efektivrejsi
implementace v jazyce Python je dosazeno s vyuzitintkaliumpy, ktery poskytuje
efektivrejsi funkce pro praci s poli. Tato implementace je omezetikosti fyzické
pameti patitaCe. Panét M potrebna pro vypoet je M oc ni .

int

dG la = g_la( Theta_la » d_la 44
dG_xi = g_xi( Theta_xi ) d_xi 45
46

dG_grid = dG_la[:, None} dG_xi[None, :] 47
48

def mu_q e( e ): 49
" Summation / integration over the random domain '’ 50
g_e _grid = q( e, Theta_la[:, None], Theta_xi[None, :] ) 51

0 _dG_grid = q_e_grid« dG_grid # element by element product of two (mm) arrays 52
return nsum( q_dG_grid # nsum has been imported at line 3 from numpy 53

54

mu_q_e vct = vectorize( mu_q e ) 55
56

mu_g_arr = mu_g e vct( e_arr ) 57
58

p.plot( e_arr, mu_qg_arr ) 59
p.show() 60

Na obrazku 17 jsou vykreslenyfstini hodnoty funkce dvou nezavislych it
(29) pro dana fetva‘enie a vybrané realizace funkce (28).

14 14

i ]

.0 02 04 06 08 10 1.2 14 .0 02 04 06 0.8 1.0 1.2 14

e [-] e [-]

Obrazek 17: Vlevo: Odezva vlakna definovaného jako dvoumpatiacka funkce (li-
nearré pruzné vlakno s definovanym mezniiefva‘enim). Vpravo: Sedni odezva
jednoho vildknaderna siln&ara) a vybrané realizace funkce odezvy jednoho viakna
(linearré pruzné vlakno s definovanym meznifefya‘enim) (Sedé iivky).

q

oo N b O
>
q

co N B O
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Obrazek 18: UML diagrantid obecné implementace algoritmu vicer@mé nume-

Specifiers
FunctionRandomization RandomVariable
g =]
evars n_int —_—
| .

SPIRRID Sampling schemes
sampling_type Sampling IrregularSampling ———
code_type n sim <} L LHS
mu_g — ——]
var_g u
/mu_q_method RegularSampling 4 m

 —— —

Code generators

CodeGen

get_mu_g_method()

CodeGenNumpy

1

CodeGenCompiled

rické integrace.

4.2

Balicek SPIRRID (obr. 18 — UML diagrantitl) obsahuje zobe@&mou a roz§enou
implementaci numerické vicero&amé integrace uvedené v dizé&mapraci. Tato apli-

SPIRRID

kace umoauje:

zadani nové nebo jiz existujici funkce (funkce odezyy) 0), kterd mtize byt

definovana jako funkce nebo jako instaniddy

volba zplisobu diskretizace domény nahodnycltirelimoiiuje vyker zettyf
typu: (i) rovnongérny rastr, (i) rastr s konstantni praysbdobnosti vyéru, (iii)
metoda Monte Carlo a (iv) metoda Latin Hypercube SamplingS).

20

volba implementace algoritmu vicerogmé integrace: NumPy, Cython nebo C

vypocet stedni hodnoty funkce

vSechny parametry je mozné flexik@la interaktive meénit. Zavislosti jednot-
livych proménnych jsou sledovany a program na tyto&ny okamzié reaguje

(tj. pfi zménreé parametru jsou zavislé hodnottepcitany).
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V této kapitole dizerténi prace byl popsan vyget statistik nahodné véiny,
které je funkci kontrolnich vedin a libovolného pdtu nezavislych ndhodnych vstupl
a vytvaeni univerzalni Sablony implementované v programovaeinyge Python.
Hlavnim vysledkem je flexibilni vypttovy program SPIRRID pro vypet vice-
rozmeérnych integralll, ktery umaiije vypdet statistik obecné funkce s nahodnymi
vstupy. Tento program byl pouzit pro vypet sily FenaSené ocelovym dratkerfep
most'ujicim trhlinu (funkce nahodnych véin) v numerického fikladu v kapitole 2.
Implementace popsana v dizdnéd praci umoiuje jednoduché vytweni grafického
uzivatelského rozhrani, které uniage flexibilni konfiguraci vSech parametrti vypo-
ctu.

Vysledky prezentované kapitoly jsou zaslany k posouzeniigagné publikaci
v impaktovanéntasopiseJ].
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5 Zaveéer

PredloZena praciesi rékolik vybranych statistickych aspektli modernich konipoz
nich konstrukci. Spolanym jmenovatelem je prace s néitostmi a nahodnymi veli-
¢inami. JsoueSeny jak teoretické otazky, tak experiment a v neposiedii patita-
¢ova implementace novych metod pomoci modernich softwatomastrojt.

Kapitola 2 prezentuje dosazené vysledKy f@Seni Ulohy uteni p&tu viaken
premostujicich rovinu trhliny v kompozitu vyztuzeném Keami vidkny. S vyuzi-
tim znalosti objemového podilu vlaken a tvaru viaken a vado pfedveden postup
vypoctu nahodného pfiu vidken pemostujicich trhlinu pro d& varianty: (i) stedy
vlaken jsou rozmigny po celé délce vzorku rovn@me (vlakna mohou i@sahovat
hranice vzorku) a (ii) $edy vlaken jsou rozmighy rovnongrré na upravenych inter-
valech v zavislosti na nabeni vlaken tak, aby vlidkna nigsahovala hranice vzorku.
Odvozena rozéleni jsou dllezita pro spravné stanoveni nahodné &iggsené jed-
nim vlaknem a také silyfpnasené vSemi vlakny@most'ujicimi trhlinu v ndhoda
vyztuzeném kompozitu. Ziskané analytické vztahy byly viguZ numerickém [pi-
kladu, ktery ukazuje odhadfetini odezvy a rozptylu trhlinyfemoséné viakny a vliv
variability nahodného ptiu viaken na celkovou odezvu. Mozné rozvijeni tématu Ize
spafovat vieSeni nasledujicich problémd:

1. zavedeninovych okrajovych podminek, které |épe vygtikutetné rozmigni
vlaken v realnych kompozitech (naghluky, vyrobni viivy — natéeni ve sréru
toku snési, zrani kompozitu)

2. pouziti dalSich funkci odezvy vlaken pro rlizné typy kiiatlaken (dratky tva-
rované, deformované, apod.)

3. vytvareni komplexni Glohy zahrnujici vice interagujicich jeajednou

V kapitole 3 byly ziskany statistiky ({&dni hodnoty a sérodatné odchylky) a
histogramy nahodnych véin pofebnych pro stanoveni odhadiestni odezvy vyta-
hovani (pullout) viakna z matrice. Pro automatizaci vyhmabivani experimentalnich
dat vznikl softwarovy nastroj s uzivatelskym rozhranim YMBro, ktery byl vytvo-
fen lBhem pobytu uchaze na RWTH Aachen. Vysledky ziskané pomoci této apli-
kace jsou pipraveny pro pouZiti s programe8PIRRID, ktery je popsan v kapitole 4
pro ziskani odhaduigdni odezvy daného vidkné pytahovani z cementové matrice.
Prace poskytuje nasledujici naty k dalSi praci:

1. grafické porovnani snimki z elektronového mikroskopatyg d

2. identifikace spojitych hustot pra#dodobnosti pro aproximaci ziskanych histo-
gramu
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polace mezi jednotlivymiezy)
4. generovani virtualniho modelu svazku vlaken na zékidsgkanych statistik

5. porovnani predikovan&stini odezvy s vysledky experimentl na svazcich skle-
nénych vlaken zalitych do cementové matrice préfemi moznosti tohotoip
stupu predikovat odezvu svazku

V kapitole 4 byl popsan vypeet statistik nahodné véiny, kterd je funkci nezavis-
lych ndhodnych velin (naj. funkce odezvy viakna/svazku). Byl@gustavena nova
metoda a tato byla spolu s dal$imi postupy porovnana co donrnydsti, lesnosti a
Gcinnosti. Zplsob implementace studované funkce nahduveiicin v programova-
cim jazyce Python bylfedveden na jednoduchém modelu dvouparametrické funkce
odezvy. Univerzalni implementace pro vyje statistik funkci s vice ndhodnymi veli-
¢inami vznikla ve spolupraci s RWTH Aachen a nese n&RIRRID. Tento baltek
obsahuje implementaci v jazy&ython s vyuzitim balcku numpy a také implemen-
taci v jazyceC. Diky balicku Enthought ETS a dalSich Pythonovskych knihoven
vznikla flexibilni, konfigurovatelna a dost&m® vykonna aplikace pro vyet vi-
cerozn@rnych integralll, ktera je snadno doplnitelna o grafickgatglské rozhrani.
DalSi nangéty k pokra&ovani tématu:

1. pfidani novych metod diskretizace domény nahodnycltireli

2. optimalizace dalSich vygtove nar@énychcasti kédu pomoci programovaciho
jazyka C

Moduly YMBMicro a SPIRRID je moZné jednoduSe propoijit a ziskat tak kom-
plexni aplikaci pro odhad &dni odezvy svazku sklénych viaken.

Zdrojové kody obou aplikaci jsou dostupné ke stazeni z emépozitée na adrese
https://github. cont si nvi sage:

1. SPIRRID - repozitd spirrid,

2. YMBMicro — repozitdi simvisage —quaducom/quaducom/micro/ymb_micro.
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Summary

The thesis focuses on selected problems in composites wadki-dprittle or brittle
matrix and reinforced with short fibers or textiles. It isidied into three parts: (i)
derivation of the probabilistic density functions for a dam number of fibers bridg-
ing a crack in a composite and evaluation of the random fomcead by these fibers;
(ii) statistical analysis of experimentally obtained dafaAR-glass yarns embedded
in a matrix and evaluation of yarn parameters needed foiigired of the mean (pull-
out) response and; (iii) implementation of multidimensibimtegration designed for
evaluation of statistical characteristics (mean valugndard deviation) of functions
with random inputs in high-level programming language Bxth
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